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Capitolo 1

Introduzione

Il controllo e la stabilizzazione dell’assetto di un corpo rigido costituiscono un
problema classico nell’ambito del controllo nonlineare.

Lo stato di questo sistema dinamico “vive” naturalmente su di uno spazio non
Euclideo, ovvero su di uno spazio che ¢ solo localmente simile (diffeomorfo) a R".

In generale un tale spazio prende il nome di varieta. I’assetto di un corpo
rigido in particolare, e naturalmente definito da una matrice di rotazione che e
un elemento dell’insieme delle matrici ortogonali a determinante unitario. Questa
varieta prende il nome di gruppo speciale ortogonale SO(3).

Complessivamente, una corretta formulazione del problema di controllo di un
corpo rigido deve fare riferimento alla struttura della varieta SO(3). Saranno le
proprieta geometriche di questo spazio a fornirci gli strumenti necessari ad un
corretta soluzione del problema posto.

In particolare SO(3) possiede una struttura “metrica”, ovvero tra punti della
varieta € naturalmente indotta la nozione di distanza e di curva di lunghezza
minima (geodesica).

Il controllo dell’assetto di un corpo rigido rientra quindi naturalmente nel
piu generale ambito del controllo di sistemi definiti su varieta con metrica (le
cosiddette varieta Riemanniane).

In questa tesi ci proponiamo di impostare I'intero problema del controllo del-
I’assetto in un ambito strettamente geometrico, cercando di sfruttare al meglio
dei risultati di geometria Riemanniana e di teoria dei gruppi di Lie.

Letteratura

Il problema denominato attitude control e di grande interesse tecnologico in
quanto legato a problemi di robotica, controllo di satelliti, navigazione aerea,
docking ...



Noi qui ci dedichiamo in particolare al caso di un satetellite controllato da
propulsori (“jet—thrusters”) o da dispositivi per l'interscambio della quantita di
momento angolare (rotori d’inerzia).

In questo caso, l'obbiettivo € una legge di controllo in retroazione dallo stato
tale da garantire stabilita globale nell’inseguimento di una traiettoria desiderata.

Su questo argomento esiste una abbondante letteratura che, partendo da me-
todi di linearizzazione negli anni sessanta (controllo classico), arriva a moderni
metodi di controllo nonlineare.

Ricordiamo infatti come i primi metodi di risoluzione si basassero sul prin-
cipio della linearizzazione attorno al punto di lavoro. All’interno di un numero
estremamente elevato di controllori lineari, veniva selezionato quello piu vicino
alle condizioni di lavoro attuali.

Piu recentemente, le moderne metodologie di controllo nonlineare geometrico
sono state applicate con notevole successo (vedi [Crouch, 1984, Singh, 1987],
[Wen and Kreutz-Delgado, 1991, Slotine and Benedetto, 1990]).

Distingueremo il caso del satellite dotato di tre o due attuatori: vi e infatti
una notevole differenza qualitativa e quantitativa sul tipo di risultati ottenibili e
sulla metodologia applicata.

Satellite con tre attuatori

Nel caso di tre attuatori, il classico [Crouch, 1984] dimostra forti proprieta di
controllabilita e stabilizzabilita.

Il problema fondamentale che si incontra gia al livello di formulazione del
problema, consiste nel fatto che non esiste alcuna legge di controllo (campo vet-
tore) continua, globale e asintoticamente stabilizzante in SO(3), [Koditschek, 1988]
e [Wen and Kreutz-Delgado, 1991]. Questo fatto scende da proprieta strutturali
delle varieta compatte che si studiano in geometria. In particolare si dimostra che
non esiste un campo vettore (legge continua) regolare su tutto SO(3) che abbia
un unico punto di equilibrio (stabile).

Cosi ci si deve accontentare di una legge che abbia discontinuita oppure che
abbia altri punti di equilibrio (instabili) oltre a quello di equilibrio stabile. Le
leggi proposte nel [Wen and Kreutz-Delgado, 1991] rientrano in questa seconda
categoria. Quelle che proporremo in questa tesi, rientrano nella prima classe.

Un secondo problema e dovuto alla scelta di coordinate nella varieta. Per
esempio i parametri di Gibbs [Slotine and Benedetto, 1990] oppure i classici an-
goli di Eulero [Singh, 1987], sono scelte di coordinate locali che non rispettano le
proprieta metriche di SO(3) e che introducono singolarita in punti scelti arbitra-
riamente.

Queste parametrizzazioni locali rendono poi impossibile costruire una funzione
di Lyapunov globale per lo studio della stabilita. Accade cosi che la scelta migliore
compiuta in letteratura sia quella dei quaternioni unitari. Grazie a questa para-
metrizzazione globale, [Wen and Kreutz-Delgado, 1991] riescono a costruire una
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funzione di Lyapunov globale, che permette di dimostrare la stabilizzazione quasi—
globale di una classe di leggi di controllo per il caso di tre attuatori indipendenti.

Occore pero osservare come nemmeno la parametrizzazione a quaternioni uni-
tari sfrutti le proprieta metriche di SO(3) e conduca a costruire funzione di Ly-
apunov e leggi di controllo piu complicate di quanto necessario.

Si noti infine che queste leggi di controllo in retroazione necessitano della co-
noscenza completa dello stato: matrice di rotazione e velocita angolare. Nel caso
in cui si abbiano a disposizione solamente sensori di posizione, si rende necessario
I'introduzione nella catena di retroazione di uno stimatore nonlineare. Riman-
diamo per esempio al [?] o piu in generale ai classici [Krener and Responderek, 1985,
Krener and Isidori, 1983, Zeitz, 1987] per la teoria degli stimatori dello stato non-
lineari.

Noi qui supponiamo che lo stato sia accessibile.

Satellite con due attuatori

Molto meno esplorato e il problema della stabilizzazione di un satellite dotato
di due soli attuatori. In questo caso, I'interesse tecnologico e legato alla possibilita
di eventuale avaria di uno degli attuatori.

In questo ambito, la formulazione di una legge di controllo si configura come un
problema di esistenza: il famoso [Byrnes et al., 1991] dimostra la non esistenza di
una legge di controreazione dalla stato che stabilizzi il sistema satellite in SO(3)
con due attuatori.

Solo molto recentemente, tramite l'implementazione di leggi di retroazione con
una esplicita dipendenza temporale [Pomet, 1992, Teel et al., 1992], si intravede
la possibilita di costruire leggi stabilizzanti per un modello di satellite con due
attuatori semplificato (privo di dinamica interna).

Se, invece di considerare il controllo dell’intero stato in SO(3), si pone il
problema della stabilizzazione a meno di rotazioni attorno all’asse “non attuato”,
si riesce ancora a costruire leggi di controllo capaci di stabilizzare il sistema
ridotto.

In generale gli articoli che trattano questo argomento sono piuttosto recenti e
ancora non si € giunti ad una formulazione definitiva del problema. I punti deboli
sono legati al solito classico problema della parametrizzazione: non globale e tale
da non tenere in giusta considerazione la metrica della varieta su cui sono definiti.

Ad esempio nel [Tsiotras and Longuski, 1993] ¢ utilizzata una parametriz-
zazione tramite coordinate proiettive, che sebbene molto elegante porta a due
difetti finali:

[i] - non permette un’analisi globale a causa delle singolarita presenti.
[ii] - 1a legge di controllo & proporzionale ad una grandezza che ha scarso significato
geometrico.



Gruppi ed Algebre di Lie

Le idee principali di teoria dei sistemi su gruppi di Lie sono contenute nei
[Brockett, 1972, Jurdjevic and Sussmann, 1972, Brockett, 1973], ove vengono trat-
tati problemi di controllabilita, osservabilita e realizzazione. In particolare si
deve a R. W. Brockett I’aver introdotto la teoria dei gruppi di Lie nei campi del
controllo e della rappresentazione di moti rigidi.

Recentemente la teoria dei gruppi e delle algebre di Lie ha ricevuto una notev-
ole attenzione in campi ingegneristici quali la robotica ed il controllo nonlineare,
vedi [Brockett, 1990, Sarti et al., 1993, Murray and Sastry, 1993, Walsh et al., 1993,
Lian et al., 1993].

Tipicamente nel rappresentare un moto rigido, composto di rotazione e traslazione,
I'utilizzazione della rappresentazione omogenea e del gruppo SFE(3) comporta i
seguenti vantaggi:

[i] - rappresentazione globale non-singolare,
[ii] - descrizione concisa e significativa (geometrica), che permette di semplificare
I’analisi di meccanismi (in robotica).

Il nuovissimo [Murray et al., 1994] mostra come un approccio moderno alla
robotica si basi in maniera preponderante sull’introduzione dei gruppi di Lie
matriciali SO(3) e SE(3).

Infine un articolo ove € presente un approccio in un certo senso simile al nostro

& il [Gu, 1988].
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Piano della tesi

Il Capitolo 2 tratta il modello dinamico del sistema satellite. In particolare
viene derivato un modello del 1° ordine per un satellite controllato da rotori
d’inerzia: al variare del numero di attuatori, lo stato del sistema viene natural-
mente definito sulle due varieta SO(3) e S*. Viene poi ricavato anche il modello
classico (vedi letteratura) per il caso del satellite dinamico.

Nel Capitolo 3 descriviamo i principali strumenti matematici che verranno
utilizzati nel corso della tesi. La motivazione per questo approfondimento viene
dai modelli dinamici derivati nel Capitolo 1. Particolare importanza hanno la
teoria delle varieta Riemanniane e la teoria dei gruppi e delle algebre di Lie.

Nel Capitolo 4 presentiamo uno studio completo ed approfondito dello spazio
SO(3), inteso come gruppo di Lie e come varieta Riemanniana. Da un lato
siamo interessati alla sua algebra so(3) e dall’altro alla scelta naturale di metrica
Riemanniana. Sinoti come la Sezione 4.4 sia completamente originale dell’autore.

Nel Capitolo 5 descriviamo delle strategie di controllo per sistemi definiti su
generiche varieta Riemanniane. Partendo da determinate ipotesi sulla varieta e
sul sistema da controllare, deriviamo leggi di controllo di tipo geodesico, minimale
e adattativo. In seguito poi, particolarizziamo tali strategie a sistemi definiti sulle
varieta SO(3) e S°.

Nel Capitolo 6 applichiamo le strategie di controllo appena esposte al problema
della stabilizzazione dell’assetto di un satellite attuato da tre rotori d’inerzia

(modello del 1° ordine).

Nel Capitolo 7 applichiamo le strategie di controllo descritte in Capitolo 5, al
problema della stabilizzazione dell’orientazione di un asse di un satellite attuato
da due rotori d’inerzia (modello del 1° ordine).

Nel Capitolo 8 vengono presentate delle simulazioni per la verifica numerica
degli algoritmi di controllo sviluppati nei Capitoli precedenti. Particolari ac-
corgimenti sono previsti, affinché nella simulazione di un’equazione differenziale
definita in SO(3) la stima dello stato si mantenga effettivamente sulla varieta.

Nel Capitolo 9 estendiamo le strategie geodesiche esposte per modelli cine-
matici del 1° ordine, vedi Capitoli 5 e 6, al caso di modelli completi di dinamica
degli attuatori (modello del 2° ordine).

Infine nel Capitolo 10 discutiamo promettenti direzioni in cui sviluppare 1’at-
tivita di ricerca tutura.






Capitolo 2

Modelli cinematici e dinamici di
satellite

In questo Capitolo formuliamo esplicitamente le equazioni che regolano il
comportamento di un satellite controllato da attuatori di due tipi: rotori
d’inerzia e propulsori (gas jet).

In particolare ci interessa il modello cinematico di un satellite attuato da m
rotori d’inerzia. In tal caso, il principio su cui si basa il sistema di controllo
¢ la conservazione del momento angolare totale del sistema satellite—rotori.

2.0.1 Notazioni

In quanto segue, denoteremo con il simbolo:
<z,y>v, con $,'y€V,

il prodotto scalare tra i due elementi z e y dello spazio vettoriale V.

Nel caso in cui V sia dotato di una operazione di prodotto esterno V xV — V,
indicheremo tale mappa con il simbolo! [-, ]y.

Infine riserviamo il simbolo x all’operatore: R® — R**® che al vettore z =
[21, 29, x3]T € R? associa la matrice

0 —I3 T2
(xx) = T3 0 -z |,
) T 0

Vale ovviamente
(zx) : R® — R’
y = (ex)y = [z, y]ge-

1Si noti come nei testi anglosassoni sia d’uso indicare il prodotto esterno di V con il simbolo
x. Nel nostro caso adotteremo la notazione dell’[Arnold, 1989], che & per altro standard nei
testi di teoria dei gruppi ed algebre di Lie
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2.1 Elementi di meccanica dei corpi rigidi

Siano Yassoluto € Lsolidale due sistemi di riferimento con origine nel centro di massa

del corpo rigido 2 tali che ¥, 2 Y assoluto Sia inerziale, g 2 Y colidale Sia solidale con
il moto del corpo.

Si denoti con % il generico vettore espresso nel sistema di riferimento 3, e
corrispondentemente con  la stessa grandezza espressa in Y.

E possibile definire le matrici di rotazione *R, e R, tali che

*=2R,T, e T=°R,%, (2.1)
dove ovviamente *R.T =R, € SO(3).

Cinematica
Si denoti con %W la velocita angolare del corpo rigido espressa nel sistema
assoluto X, e con W la velocita angolare del satellite espressa nel sistema solidale

Y.

Derivando le 2.1 si ottengono le seguenti relazioni cinematiche:

d

3 Relt) = (Wx)*Ru(t) = *Re(1) (), (2.2)

ed equivalenti relazioni in *R,.

Dinamica
Ricordiamo la definizione di momento angolare di un corpo rigido 2, calcolato
rispetto al sistema di riferimento X:

m2 [ [r,#]p(r) dr.

dove p(r) € la funzione densita di massa e r e I sono espressi nel sistema .
Se il centro di X e fisso, esiste igni istante un vettore velocita angolare istan-
tanea w tale che r = [w, r]. Pertanto

m = /Q[r,[w,r]]p(r)dr
E Tw

dove il secondo passaggio, sfruttando la linearitd del prodotto esterno in R,
definisce implicitamente Z.
Si dice tensore d’inerzia 7 la matrice simmetrica, definita positiva

7 A /Q—(r><)2p(r)dr

= | (el ts = rr")p(w) dr,
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dove nell’ultimo passaggio abbiamo usato una banale identita (si veda Propo-
sizione 14 a pagina 35).

Si noti che tale definizione vale in entrambi i sistemi di riferimento ¥, assoluto
e Y, solidale?®:

m = 7%,
m = T,
e che quindi sostituendo le 2.1, vale per i tensori d’inerzia la 2 = *R 7 °R,.
Si noti inoltre come, a seconda del sistema di riferimento, il tensore d’inerzia

sia 0 meno costante rispetto al tempo.
Essendo il corpo fisso nel suo stesso sistema di riferimento ¥, si ha che

7 = costante,

T = °RJ(t)T*RS(1).

Non essendovi momenti esterni, vale il principio di conservazione del momento
angolare, espresso nel sistema di riferimento assoluto ¥,:

“m = costante in R,
e quindi esplicitando il tutto in funzione di w:

% = Z7''m,
= T'°R, m,
= T tap Ty

Sostituendo nell’equazione cinematica 2.2 e definendo ¢ 2aR € SO(3), si ha:
g=9(T"" g"'m).

o

A questo punto e facile derivare le equazioni di Fulero che descrivono 1’evo-
luzione temporale di %.

Basta ricordare che per ogni grandezza  costante nel sistema di riferimento
assoluto, la derivata temporale di r e:

d
—T=[T, W
dt [7(.()]

2Si noti come in Meccanica dei Continui si adotti la convenzione m = *m e M = m. Qui
viceversa preferiamo sempre indicare esplicitamente il sistema di riferimento.
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Quindi per *m, con ®m costante, vale

d . o -
—'m = [m, 4], (2.3)

Sostituendo la relazione lineare tra momento e velocita angolare, si ottiene il
famoso sistema di equazioni differenziali quadratiche in %.

o

2.2 Modello cinematico del satellite attuato da
rotori d’inerzia

Cercheremo ora di ripetere il procedimento della sezione precedente: il Principio
di conservazione della momento angolare totale € il vincolo che dobbiamo imporre
per poter descrivere la dinamica del sistema.

Una volta ottenuta una relazioni implicita nella velocita angolare %W sara,
sostituiremo il suo valore all’interno dell’equazione cinematica 2.2.

Adotteremo le due seguenti assunzioni sulla geometria dei rotori:

A1 TDasse di rotazione dei rotori passa per il centro di massa del sistema satellite—
rotori,

A2 i rotori sono simmetrici attorno al proprio asse di rotazione.

Sia ancora X, il sistema inerziale e Y4 quello solidale con il satellite. Sia S il
satellite e R; il rotore i-esimo, per : = 1...m. Valgono ancora le
CUR(1) = R0 (W)
0, s = s w 5
dt
m = 7 W.

Inoltre sia

7:/ )21 — T 1) p(T) dr,
total SU{Ri}i(H [E )p(’r)dr

il quale, grazie alla assunzione [A 2], € costante al ruotare dei rotori.

Il momento angolare totale si scompone nella somma di 2 addendi, uno ("Myot. sat.)
dovuto alla rotazione di tutto il corpo satellite—rotori e 1’altro (Miyot. relativa rotori)
dovuto alla rotazione dei rotori:

Srntotale = Srnrot. sat. T Srnrot. relativa rotori
m
= srnrot. sat. T Z srnrot. relativa rotore i—esimo- (24)

=1
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Il calcolo esplicito degli addendi di 2.4 e semplice. Vale ovviamente:
srnrot. sat. — S-Ttotale w.
Per il generico rotore i-esimo, si definiscano: *n; il versore attorno a cui ruota il
rotore, (esso esiste grazie alla assunzione [A1]), J; il momento d’inerzia del rotore
attorno ad *n; e W; la velocita angolare del rotore come vista dal satellite. Vale

Srnrot. relativa rotore i—esimo — Jz wzsnz .

Riassumendo si puo esprimere il principio di conservazione del momento an-
golare nella forma:

Miotate = “Rs[Liotale W + Y Jiloih;| = costante in R®.

=1
Esplicitando la % si ottiene:
W= TR Miorale — D, Jioihy]. (2.5)
=1
) A A 1 A 1 )
Indicando ora con J =Tiotare, x;= versJ 'n;] e w;= — J;||J ;|| si ha
infine:
d
L (1) = R, ),
dt
" (2.6)
W= J_laRsTarntotale + inui-

=1
Si noti come a u; = 0 , le equazioni si riducono a quelle del moto di un corpo
rigido.

Osservazione 1 (Assunzione Cruciale) Per poter esprimere la dinamica del
sistema come equazione differenziale nella varieta SO(3) (al posto che nella va-
rieta SO(3) x R?) ¢ necessaria Uipotesi che sia possibile controllare direttamente
la velocita delle ruote.

Grazie a cio, st puo tnoltre esprimere il sistema sotto forma di equaziont
differenziali del 1° ordine (e non del 2°, come sarebbe ovviamente necessario as-
sumendo un controllo della forma 7, = J;W;).

In altri termini noi trascuriamo la dinamica degli attuatori, assumendola
molto piu veloce delle altre dinamiche presenti nel sistema.

Questa assunzione € tipica di lavori nell’ambito del motion planning e del
controllo nonolonomo.
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2.2.1 Sistema in SO(3)

Siamo finalmente in grado di esprimere il sistema satellite come equazione diffe-
renziale in SO(3).
Si definisca gé 2R, € SO(3) stato del sistema in SO(3), sia Yo = “Miotale €

. A : T
siano X; = (x;x). L’equazione finale e quindi:

g=9Y(g)+ gi)ﬁ'ui(t% (2.7)

Y(9) = (J g o) x,

con yo € R® momento angolare totale (espresso in Y, e quindi costante) e J
tensore d’inerzia del sistema complessivo satellite-rotori.

Osservazione 2 Si noti come nel [Walsh and Sastry, 1991] un procedimento si-
mile sta stato sequito per un satellite attuato da 2 rotori e con momento angolare
totale nullo. L’equazione descritta in letteratura é:

9 = g[Xiu(t) + Xaua(t)],
che corrisponde esattamente al nostro modello.

D’ora innanzi si suppone che le direzioni X; siano indipendenti. In caso contra-
rio € molto semplice eseguire una ortogonalizzazione delle stesse, ridefinendo i
controlli wu;.

Osservazione 3 (Tre attuatori) Si nota subito che avendo a disposizione tre
attuatori indipendenti € possibile annullare la dinamica propria del sistema e se-
guire una qualunque traiettoria in SO(3).

St ricorda brevemente che tre attuatori indipendentt significano nel nostro caso

che:

span[X;|iz123 = 50(3), = span[¢gX;|iz123=T,50(3), Vg€ SO(3).
(2.8)

Secondo le definizioni della teoria del Controllo Nonlineare, vedi [Isidori, 1989]
e [Nigmeijer and Van der Schaft, 1990], questo sistema soddisfa le condizioni di
accessibilita e controllabilita globale.

Torneremo piu avanti sulle implicazioni dell’equazione 2.8.
Lemma 4 Sia A € R*® simmetrica e tale che det(A) = 1.
Allora per ogni vettore y € R?
(A7) x = A(yx)A.
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La dimostrazione consiste in una semplice verifica (lunga e noiosa).

Dato che il nostro J & simmetrico (ed anche definito positivo), segue che
ridefinendo yo = yodet JV/3 e J = Jdet J='/3 si pud scrivere il drift nella forma
equivalente:

Y(g) = J Adyr(yox)J = J Adyz(Yo) . (2.9)

2.2.2 Sistema in S?

Si supponga ora invece di avere a disposizione solo 2 rotori:

{ g = gY(9)+gXaui(t) + g Xaus(2),
Y(g) = (J 7' yo)x, Xi=(z;x).

Sia zg = [x1, 2] e si supponga, senza perdita di generalita, che {z¢, 21, 22}
sia una base ortonormale destrorsa di R®. Avendo a disposizione solamente due
attuatori, rinunciamo a controllare I'intero stato ¢ € SO(3) e ci limitiamo a
stabilizzare il satellite a meno di una rotazione attorno all’asse zg.

Il nostro nuovo sistema vive dunque in SO(3)/50(2) = S* ¢ R’

Per poterne dare I’equazione di stato, definiamo le proiezioni

T SOB3) — §?
g — wi(9) = g, 1=0,1,2.
Si noti come {7y, 71, T2} sia una base ortonormale di R®.

L orientazione 7o € $* C R® diviene lo stato del nuovo sistema satellite. Con-
seguentemente il nostro scopo diviene la regolazione della orientazione dell’asse
del satellite zq: il punto 7y € S” infatti rappresenta esattamente 'orientazione g
espressa in coordinate inerziali.

Calcoliamo allora la dinamica di 7. Sia y(g) = J1g%yo:

d .
i To = gTg = g(Y(g)% + Xizous + X2$0U2)

= 9([y(9)a$0] + [@1, zo]ur + [$2,$0]u2)
= 9([55171?0][“14' < x1,y(g) >we |+ [22, wo][uat < w2,9(9) >po ])
= —m (ul—{— < x1,y(g) >pe ) +m (u2+ < 2,y(g) >pe ) (2.10)

A meno di una semplice ridenominazione degli ingressi, (v, vs) = (ug, —u1),
possiamo scrivere:

d
T mo = drift(g) + 71 vy + 73 vy,

N . . . . 2 . .
ottenendo cosi un sistema dinamico in S° con due ingressi.
A questo punto, ’Osservazione 3, puo essere riformulata per il nuovo sistema:
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Osservazione 5 (Due attuatori) Avendo a disposizione due attuatori indipen-
denti ¢ possibile annullare la dinamica propria del sistema e sequire una qualunque
traiettoria in S°.

Vale quindi ancora la

span {m1(g), 72(9)} = Trny(e)S™ (2.11)

Secondo le definizioni della teoria del Controllo Nonlineare, vedi [Isidori, 1989]
e [Nigmeijer and Van der Schaft, 1990], questo sistema soddisfa le condizioni di
accessibilita e controllabilita globale.

2.3 Modello dinamico completo del satellite

In questa Sezione, vogliamo includere la dinamica degli attuatori nel modello
cinematico 2.7:

Rotori d’inerzia Riportiamo per comodita ’espressione della velocita angolare
nell’espressione 2.5:
Jw = gTyo + Z Ty,
=1
dove z; e w; sono definiti in maniera leggermente diversa rispetto alla
Sezione 2.2: xié vers[h;] e uZ — J;.

Basta a questo punto derivare tale equazione per ottenere la dinamica di w:

Jw— g mo,Ww sz dt Usg,

cosicché il sistema satellite-rotori completo di dinamica degli attuatori e

descritto da: '
g =g(wx)

Jw = g Mo, W —I—Zx i (2.12)
dove lo stato (g,w) € SO(3) xR” e gli ingressi 7; = d—i weR, i=1,...,m

sono i momenti meccanici applicati ai rotori (a meno di un fattore di scala).

Propulsori Si puo inoltre facilmente ottenere una simile espressione per il caso
di attuatori di tipo propulsori (gas jet). Le equazioni di Eulero 2.3 si mo-
dificano nella forma:

d
Esm = [, w| +°
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dove %m e il momento angolare totale dell sistema satellite-rotori e *r e il

momento meccanico totale applicato al satellite. Sostituendo la *m 2 Jw=
Jw, si ha
d

— Jw =[Jw,w|+ > @i,
dt P

ovvero per l'intero sistema:

g=glwx)
Jo=[Jw,w] + >z (2.13)

=1

Come prima, lo stato & (¢,w) € SO(3)xR’ e gli ingressi sonole; € R, i =
1,...,m, che rappresentano i momenti meccanici applicati al satellite dai
propulsori (a meno di un fattore di scala).

Si noti come entrambe le espressioni per la dinamica di w possano essere scritte
nella forma:

w= f(ng) + Zgiuia
=1

dove a cambiare e solamente ’espressione del drift:

1>

fpropulsori(g7 (.U) ! [‘]w7 (.U],

J-
frotori(ga CU) J-

(1>

l[ngovw]'

Osservazione 6 (Confronto con Letteratura) Si noti come il sistema satel-
lite con rotori 2.12 € con propulsori 2.13 sia gia descritto in letteratura (si veda

per esempio il classico [Crouch, 1984, pagine 322 e 323, equazioni (1) e (6)]).
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Capitolo 3

Strumenti algebrici e geometrici

In questo Capitolo descriviamo i principali strumenti malematici che ver-
ranno utilizzali nel sequito. Particolare importanza hanno la teoria delle
varieta Riemanniane e la teoria dei gruppt e delle algebre di Lie.

3.0.1 Notazioni

Si presuppone in seguito una conoscenza di base di Geometria Differenziale e di
Controllo Nonlineare Geometrico. Vedi i Capitoli III e IV del [Boothby, 1975]
oppure I’Appendice A dell’ [Isidori, 1989)].

Fissiamo qui solamente alcune notazioni.

Con il termine varieta di grado n intendiamo un insieme localmente ome-
omorfo a R". Una varieta che ammette una struttura differenziale' (¢, U') completa,
si dice varieta differenziale.

Siano date due varieta differenziali M e N e una mappa

f: M — N
p = f(p)

La mappa f si dice regolare se appartiene a C*°(M, N), ovvero se ammette
infinite derivate tutte continue. In particolare chiameremo C'°°( M) 'insieme delle
funzioni regolari di M in R.

La mappa f si dice un diffeomorfismo tra le due varieta M e N se f e biiettiva
e sia f che f~! sono regolari.

Sia dato un punto p € M. Si dice spazio tangente a M in p, I'insieme delle
funzioni (derivazioni) X, : C*(M) +— R tali che per ogni o, € R e per ogni
frg € C®(M), valga

1Si dice struttura differenziale, o atlas regolare completo, un insieme completo di carte locali

compatibili (U;, ¢;).

18
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i) Xp(af + /39) = O‘Xp(f) + 5Xp(g)7
ii) X,(fg) = X,(f)a(p) + f(p) Xy (9).

Lo spazio tangente a M in p si denota con il simbolo T,M ed e dotato della
struttura di spazio vettoriale tramite le operazioni:

(Xp +Y)(f) = Xp(f) + Yil9),
(@Xp)(f) = aXp(f).

Un elemento generico dello spazio tangente viene chiamato vettore tangente.
Si consideri la funzione regolare f : M — N tra le due varieta differenziali M
e N: si dice mappa tangente di f al punto p € M, la funzione

(df) + To,M — Ty,)N
Xp — (df)XpETf(p)N,

dove la derivazione (df)X, e definita da:

(df)Xp(A) 2 Xy(Ao f).

dove con il simbolo o denotiamo 'operatore composizione di funzioni e dove A €
C*®(N), cioe A : N — R.
Un campo vettore regolare in M e una mappa regolare X, che associa ad un
punto p € M un vettore tangente X, € T, M.
Denotiamo con il simbolo X (M) l'insieme dei campi vettori di M. Ovvero
X € X(M) e tale che
peM — X,eT,M.

3.1 Accenni di geometria Riemanniana

Riferimento principale ¢ il [Boothby, 1975, pagine 181-190, 241-248 e 338-360].
Altre fonti sono I'[Helgason, 1978] ed il [Klingenberg, 1982]. Si veda il [Fegan, 1991]

per un trattazione meno approfondita.

Sia V spazio vettoriale sul corpo R, una forma bilineare su V & una mappa
¢ :V xV — R, lineare in entrambe le variabili. Una forma bilineare simmetrica
(®(v,w) = ®(w,v)) e definita positiva (¢(v,v) > 0,Vv e &(v,v) =0 = v =0),

si dice prodotto interno.
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Uno spazio vettoriale dotato di prodotto interno si dice spazio vettoriale Kucli-

1/2
/e

deo, visto che & possibile definire la lunghezza di un vettore ||v| £ (®(v,v))
conseguentemente la distanza tra punti.

Nel caso in cui il sistema dinamico sotto studio sia definito su di una varieta
differenziale, occorre allora introdurre alcune notazioni di geometria Riemanniana

per poter parlare di proprieta metriche dello spazio.

Definizione 1 Un campo ® di forme bilineart in una varieta M ¢ una legge che
assegna ad ogni p € M, una forma bilineare ®, : T,M x T,M — R.

Definizione 2 Una varieta M in cui sia definito un campo di forme bilineari
stimmetriche e definite positive ®, si chiama varieta Riemanniana (® prende il
nome di struttura Riemanniana su M ).

Grazie alla struttura di spazio Fuclideo dello spazio tangente T'M, la varieta
M diviene uno spazio metrico. Infatti, grazie al prodotto interno in T'M, si
definiscono in M lunghezza di una curva, distanza tra punti e curve geodesiche:

Definizione 3 Sia data v : [a,b] C R — M, curva in M. Si definisce la
lunghezza della curva ~(t),t € [a,b] come:

R RCEORIOI

Si puo dimostrare che la definizione non dipende dalla particolare scelta della pa-
rametrizzazione della curva e che quindi una scelta canonica sarebbe la lunghezza

d’arco s(t) = ft[(I)("y(T),"y(T))]l/Q dr.

a

Definizione 4 Si definisce la distanza tra punti:

dist(p, ¢) 2 inf {L(v) :7(t) € curva dap aq},
per ogni p,q € M.

E si possono infine definire le curve geodesiche, analoghe nella varieta Rieman-
niana delle rette della geometria Euclidea.

Definizione 5 Un curva v : [a,b] — M ¢ geodesica se dati ogni suoi due punti
p € q suffictentemente vicini, la distanza tra p e ¢ € uguale alla lunghezza di v
nel tratto pq.

2

Ovvero la curva v si dice geodesica® se € la curva a lunghezza minima per ogni

coppia di suoi punti sufficientemente vicini.

2Si noti che la definizione qui data & in un certo senso euristica. Per una trattazione piu esatta
e comprensiva del concetto di geodesica, € necessaria la definizione di derivazione covariante in
varietd Riemanniane. Si veda [Boothby, 1975, Capitolo VII].
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Le curve geodesiche generalizzano alle varieta Riemanniane le linee rette della
geometria Euclidea, nel senso che sono soluzione di equazioni differenziali nelle
quali il campo vettore € in un qualche senso “parallelo” (costante).

Diamo qui di seguito una versione leggermente semplificata del Teorema 5.8
presentato nel [Boothby, 1975].

Teorema 1 (Esistenza ed unicita delle geodesiche) Sia M una varieta
Riemanniana, p € M e V intorno opportuno di p.
Allora esiste € = €(p) tale che ¥YX, € T,M con || X,|| < €, esiste una sola
geodesica
p(t) = p(t,p, Xp),
d

definita pert € [—1,1] con p(0) =p e (E p(t))]i=0 = X,

Definizione 6 Si definisce la mappa esponenziale® per ogni punto p € M:

Exp, : {X,: || X, <e} CT,M +— M
X, — Epr(Xp) = EXP(XP) = p(l)v

dove p(t) e € sono descritti nel Teorema precedente.

Pertanto Exp(X,) € il punto dell’'unica geodesica p(t) determinata da X,, la cui
distanza da p & || X,|| = [®,(X,, X,)]*/%. Ovviamente la Exp(tX,) definita per ¢
piccoli, e proprio la geodesica che passa per p con “tangente” X,,.

Si potrebbe a questo punto dimostrare che la mappa esponenziale e un diffe-
omorfismo di un intorno di 0, € 7, M in un intorno del punto p € M. Ha pertanto
senso definire infine quelle che sono chiamate coordinate normali.

In quanto segue chiameremo versore geodesico (e lo indicheremo con il simbolo
Y,(p,q) € T,M) il vettore tangente a M in p, di norma unitaria e diretto nella
direzione geodesica dal punto p verso il punto g.

Defininiamo inoltre la sfera geodesica S,(p) C M di centro p e raggio r < €(p)
come I'immagine diffeomorfa secondo la mappa Exp, di B.(0,) = {|| X, || = r, Vr < ¢}
intorno del punto 0, € T, M. In formule:

S.(p)2 Exp, ({X, € T,M : | X,| =r < c}).

Con le notazioni appena introdotte, si enuncia infine un risultato che viene
ricordato con il nome di Lemma di Gauss:

3 Attenzione a non confondere Exp mappa esponenziale di una generica varietd Riemanniana
con exp mappa esponenziale dei gruppi di Lie .
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Sfera Geodesica

Flusso geodesico
Flusso geodesico

Figura 3.1: Lemma di Gauss.

Proposizione 7 (Lemma di Gauss) Sia data la coppia di punti (p, q) a distanza
r = dist(p, q), allora la geodesica che passa per il punto p verso q € ortogonale (in

TM) alla sfera geodesica S,(q).
In formule, per ogni coppia (p, ¢), distante r = dist(p, ¢), vale
Yo(p,q) L Xy, VX, € T,5:(q).

Una varieta Riemanniana puo pertanto essere rappresentata localmente come
illustrato in Figura 3.1.

Un ultimo risultato teorico che risultera utile, riguarda la nozione di “comple-
tezza” della varieta. Esistono due concetti di completezza per varieta Rieman-
niane: completezza metrica e completezza geodesica.

La varieta Riemanniana M si dice completa metricamente se € completa come
spazio metrico, cioe se per ogni coppia di punti esiste un segmento geodesico che
li unisce.

La varieta Riemanniana M si dice completa geodesicamente se ogni geodesica
puo essere estesa a tutto R, ovvero se ogni segmento geodesico vy : I = [a,b] — M
puo essere prolungato a g : R — M.

Teorema 2 (Hopf-Rinow) Sia M una varieta Riemanniana.
Le sequenti proprieta sono equivalenti:

o M ¢ completa come spazio metrico.

o M ¢ geodesicamente completa.

Per una trattazione piu approfondita si veda l'ottimo [Klingenberg, 1982].
Dal nostro punto di vista interessa il fatto che, se la varieta M e completa,
allora esiste sempre una geodesica che unisce due suoi punti presi a piacere.
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3.1.1 Proprieta metriche della sfera

Diamo qui un esempio molto concreto delle definizioni e proprieta descritte finora.

.. . . N . . 2. . . 3.
Descriviamo infatti le proprieta metriche dello spazio S° inteso immerso in R” in
modo canonico:

S*2 {[z,y,z]T eR®: 2?4yt + 22 = 1}.
Essendo T'S? ¢ R?, & ivi indotta una struttura Riemanniana in maniera canonica:

A
VX, Y, € 1,5 <X,Y,> = <X, Y, >pe .

7,5?
Valgono allora le seguenti:

O Le curve geodesiche di S? sono le circonferenze di raggio massimo. Per-
tanto la curva a distanza minima che unisce due generici punti p, g €
S? & la rotazione attorno all’asse vers[p, ¢] di una angolo arccos[(p, ¢)],
dove

arccos : [—1,+1] — [0, 7].

O Ad ogni punto p € S?, il versore geodesico risulta essere:

Y,(p,q) = vers[p, [q,p] € T,S".

O Siano allora dati due punti p, ¢ e sia v 'arco di raggio massimo che li
unisce. Con brevi calcoli si dimostra che la distanza tra p e g e:

dist(p, ¢) = L(v) = angolo minimo = arccos[(p, ¢)].

Avendo chiarito le definizioni di geodesica e di distanza tra punti di S*, ha
senso ora definire 1'errore di orientazione tra due punti p,q € S°, nel seguente
modo:

e(p,q) 2 arccos[(p, ¢)] vers[p,q], € R’. (3.1)

Ovviamente vale la

(e(p,g)x)

qg==c P

Supponendo di partire da p(0) e dirigersi verso g costante lungo la geodesica che
unisce p(0) a ¢, vale allora per I'errore e(t) = e(p(t), ¢):

vers[e(p(t), ¢)] = costante in R®.
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3.2 Accenni di teoria dei gruppi e delle algebre
di Lie

Riferimenti standard sono: il [Warner, 1989], di grande utilita didattica, ed il pin
complesso e preciso [Helgason, 1978]. Per certi punti inoltre anche [Boothby, 1975]
e [Fegan, 1991] posso risultare piu appropriati.

Definizione 7 (Gruppo di Lie) Sia G un gruppo e nel contempo una varieta
differenziabile. G st dice gruppo di Lie se la mappa G x G — G definita da
(o,7) — o1t € di classe C*°.

Sinoti che genericamente? indichiamo I’'operazione di gruppo tramite il semplice
accoppiamento di due elementi.

Definizione 8 (Algebra di Lie) Uno spazio vettoriale V si dice algebra di Lie
se possiede un prodotto esterno, cioé una mappa V x V — V che alla coppia
X,Y €V associa Uelemento [X.Y] € V, che soddisfi le sequenti proprieta:

1. ¢ bilineare: [a1 X7 + a2 X5, Y] = a1[ X4, Y] + a3[ X5, Y]
2. ¢ antisimmelrica: [X,Y] = —[Y, X].
3. soddisfa Uequaglianza di Jacobi: [ X, [Y, Z]|+[Y,[Z, X]] + [Z,[X, Y]] = 0.

Segue una descrizione dei principali argomenti di teoria dei gruppi e delle algebre

di Lie.

Traslazione a destra e sinistra Sia o € (5, si definiscono i diffeomorfismi
traslazione a destra R, e traslazione a sinistra L,, nel seguente modo:

LU(T)éUT, e RU(T)éTU.

Definizione 9 (Campi vettore invarianti a sinistra) Un campo vettore
X € X(M) si dice invariante a sinistra se:

(dL,)X = X o L,,

dove dL, ¢ la mappa tangente di L, .

Dato un generico gruppo di Lie (G, si definisce g 2 L(G) insieme dei campi
vettore invarianti a sinistra di (G. Valgono allora i seguenti fatti:

4In un paio di occasioni invece, sard necessario specificare esattamente ’operazione rispetto
la quale lo spazio ha struttura di gruppo.
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1. g € uno spazio vettoriale ed e isomorfo a T.(G tramite la mappa o : g —
T.G che ad ogni X € g associa il suo valore all’identita: a(X) = X..

2. g e un’algebra di Lie sotto 'operazione di parentesi di Lie definita in

TG,

Esempi di queste definizioni sono il gruppo di Lie GL(n) e la sua algebra
gl(n):
GL(n) 2 {AeRY":det(A)+#0},
gl(n) = R"™".
Si noti come in GL(n) 'operazione di gruppo sia semplicemente la moltipli-

cazione tra matrici (che conserva la non-singolarita), mentre I'operazione di
prodotto esterno in gl(n) risulta essere il famoso commutatore matriciale:

X, Y]y () XY =YX,

Omomorfismi di gruppi ed algebre Siano (G,0) e (H,©¢) due gruppi di Lie
con le loro rispettive operazioni, una mappa ¢ : G — H si dice omomorfismo
di gruppo di Lie, se

ploor™h)=¢(o)od(r)”", Vo,7€q.

Siano g e ) due algebre di Lie, una mappa ¥ : g — § si dice omomorfismo
di algebre di Lie, se € lineare e se

¢([X7 Y]g) = [¢(X)7¢(Y)]b7 VX7Y €4g.

Se il codominio dell’omomorfismo ¢ € G'L(n), allora ¢ si dice rappresen-
tazione del gruppo (. Corrispondentemente, se il codominio dell’omomor-
fismo ¢ e gl(n), allora v si dice rappresentazione dell’algebra g.

Teorema 3 Siano G ¢ H gruppt di Lie e g € by le loro rispettive algebre,
sia inoltre ¢ un omomorfismo di gruppi.

Allora la restrizione all’identita eq della mappa tangente di ¢:
d¢|6G . TeGG — T¢(6G)H = TGHH,

¢ un omomorfismo di Lie algebre.
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Teorema 4 (Corrispondenza tra omomorfismi) Siano G ¢ H gruppi
di Lie e sia G connesso, e sia inoltre ¥ : L(G) — L(H) un omomorfismo
tra algebre di Lie.

Allora esiste un’unico omomorfismo di gruppi dv Lie ¢ : G — H tale che

dé = .

Sottogruppi e sottoalgebre Un sottoinsieme H C G che sia chiuso rispetto
all’operazione di gruppo, si dice sottogruppo di G

A sua volta, un sottospazio vettoriale h C g si dice sottoalgebrase [X,Y] € b
per ogni X, Y € h.

Teorema 5 Vi € una corrispondenza biunivoca tra le sottoalgebre di g =
L(G) e i sottogruppi connessi di G.

Mappa esponenziale Un omomorfismo ¢ : (R, +) — (G, 0) si dice sottogruppo
untdimensionale di G.

Sia G un gruppo di Lie e g = £(G). Sia inoltre X € g. Allora

d
A2 X
a0

¢ un omomorfismo tra le algebre di Lie TyR e g, e a norma del Teorema 4
e univocamente determinato il sottogruppo unidimensionale di G

expy : R — G,
tale che

d
d (A —) =X,
expx (A1)

Definizione 10 Si dice mappa esponenziale la mappa
exp : g — G,
X ~ exp(X)é expy(1).

Siveda Figura 3.2 per una descrizione qualitativa della mappa esponenziale.

Teorema 6 Sia X € g = £(G).
Allora

1. exp(tX) = expy(?),
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Varieta (¢
exp
Og TBGG = g
Figura 3.2: Mappa esponenziale tra lo spazio Fuclideo g = T.G e la varieta

differenziale G.

2. exp(ty +12) X = (expt1 X )(expt2X),
3. exp(—tX) = (exp(tX))™t,

4. exp € di classe C°, dexp € lidentita in g e pertanto exp € un diffe-
omorfismo di un intorno di 0 € g in un intorno di e¢ € G.

9. Ly, o expy € lunica curva integrale di X che assume il valore o a
t = 0. Come consequenza i campi vettori invarianti a sinistra sono
sempre complet®.

Il nome di mappa esponenziale deriva dal fatto che, restringendo il nostro
interesse al gruppo matriciale GL(n) si verifica che:

OOATL
2

n=0

exp : gl(n) — GL(n),
A

A — et

(3.2)

n!’

Si noti infatti che anche I’esponenziale di una matrice a determinante nullo
(in gl(n)), € una matrice a rango pieno (in GL(n)).

L’espressione dell’esponenziale in GL(n) € ereditata da ogni suo sottogruppo

(ad esempio SO(3)).

SLeggi come: le geodesiche associate alla metrica biinvariante di SO(3) sono massimali!
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Proposizione 8 Sia ¢ : G — H un omomorfismo di gruppi di Lie, allora
il sequente diagramma commuta:

d
g ¢ h

exp exp

G H

¢

Si noti come tale diagramma commuti per ogni omomorfismo di gruppi. In

particolare in corrispondenza di rappresentazioni®, noi conosciamo l’espres-

sione esatta della mappa esponenziale nel gruppo codominio.

Rappresentazione Aggiunta Per ogni o € (4, si consideri "automorfismo di

G-
a, : G — @G,
1

T +— o070 .

Dato che I'identita eg € un punto fisso di a,, ne segue che la restrizione di
da, a T,
da,

appartiene allo spazio degli automorfismi di g. Si da allora la seguente

TeGG : TSGG =g TSGG =4d

Definizione 11 Si dice Rappresentazione Aggiunta di G la mappa:
Ad : G ——— Aut(g),

c — Ad, 2 da,

TeGG7
dove con Aut(g) si intende Uinsieme degli automorfismi dello spazio vetto-

riale g.

Chiamiamo allora ad 2 dAd. 1l seguente diagramma commuta:

ad

g End(g)
exp exp
G Aut(g) - (3.3)
Ad

6Da cid seguira ’espansione in serie dell’operatore Ad.
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Svolgendo allora i calcoli nel caso in cui G = GL(n) si ottiene:
Adp(C)=BCB™', VB,C € GL(n).

In tutta generalita vale poi la seguente

Proposizione 9 Sia G un gruppo di Lie e siano X,Y € g = L(G).
Allora
adx(Y) = [X,Y].

29

Ricordando I'espressione dell’esponenziale matriciale, si ha dal diagramma 3.3:

>, ady Y
Adeyy) (V) = 32—
n=0 :

Formula di Campbell-Baker—Hausdorff Per una descrizione completa, ci si
riferisca al [Naimark and Stern, 1982] o al [Varadarajan, 1984]; a noi qui

basta sottolineare solamente ’esistenza di una tale formula.

Siano X,Y € g. Noi vorremmo poter calcolare Z = Z(X,Y) € g, dove

exp(Z(X,Y)) = exp(X)exp(Y).

Ebbene un calcolo piuttosto lungo porta a dimostrare come la soluzione sia

data da una serie (Serie di Campbell-Baker—Hausdorff):

7 = fj (X, Y),

n=1

dove i coefficienti ¢, sono definiti ricorsivamente in modo assai complicato.
E da notare che ¢, contiene addendi con parentesi di Lie di ordine nesimo

tra X e Y e che i primo due coefficienti sono:

a(X,Y) = X+,

a(X,Y) = %[X, Y].

Complessivamente cio che si desume e che se
g1 =exp(X1) e g2 =exp(Xy),

allora certamente non vale” g,g; = exp(X; + X5)!

“"Non-additivita delle coordinate esponenziali
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Mappa Esponenziale Suriettiva Enunciamo qui un risultato che sara utile
nel dimostrare come la parametrizzazione esponenziale di SO(3) sia globale

(vedi la Sezione 4.3).

Proposizione 10 Sia G un gruppo di Lie compatto® e connesso, allora la
mappa exp : g = L(G) — G € suriettiva.

Forma di Killing (vedi [Helgason, 1978, pag. 131]).
Dati due elementi X, Y € g, si dice forma di Killing la mappa bilineare:

kK :gxg — R
(X,)Y) — /f(X,Y)étr[adXoady].

Si noti che adx oady : g — g e un endomorfismo dello spazio vettoriale g e
come tale la sua traccia e univocamente definita.

Tale forma e per costruzione bilineare, simmetrica ed invariante rispetto ad
un qualunque automorfismo di g.

L’algebra di Lie g si dice semi-semplice se la forma di Killing x € non
degenere (ovvero se k(X,X)=0= X =0).
L’importanza della forma di Killing e legata ai seguenti due risultati, vedi
[Helgason, 1978, Proposizione 6.6, pag 132]:

Proposizione 11 (Scomposizione in parte semi—semplice e nilpotente)
Ogni Lie algebra g compatta € la somma diretta

g=3%[g, 9]

dove 3 = {X €g:[X,Y]=0,VY € g} € linsieme degli elementi di g che
commutano con tutti gli altri (ed é chiamato centro dig), e [g,g] € un ideale
semi-semplice compatto.

Nel nostro caso quindi, sara facile dimostrare come so0(3) sia una algebra
semisemplice (ovvero che SO(3) sia un gruppo semi-semplice), visto che
non vi sono rotazioni che commutino con tutto SO(3).

8Un gruppo di Lie si dice compatto se & compatto come spazio topologico, cioé se & chiuso
(il limite di ogni successione convergente appartiene allo spazio) e se puo essere ricoperto da
un’insieme finito di palle di raggio € piccolo a piacere.

Per quanto segue supporremo che se la Lie algebra £(G) ¢ compatta se e solo se G lo é.
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Proposizione 12 (forma di Killing definita negativa) Sia g una Lie
algebra semi-semplice, allora g ¢ compatta se e solo se la forma di Killing
Kk € definita negativa.

E quindi facile intuire come in ogni algebra di Lie semi-semplice® e compatta
si abbia a disposizione in modo naturale una forma bilineare simmetrica,
Ad invariante e definita positiva:

— k() rgxg=T.G xT.G — R.

3.2.1 Maetrica canonica in un gruppo di Lie

A questo punto appare chiaro come dotare I'intero gruppo di Lie G di una strut-
tura Riemanniana: tramite la mappa tangente della traslazione a sinstra, noi
possiamo “traslare” a tutto T'G la forma bilineare ¢, = —«.

In formule, per ogni p € G e per ogni X,,Y, € T,G (il che implica X, = pX
e Y, =pY con X,Y € g), si ha che:

0,(X,,Y,) & @, (dLy10X,,dL,0Y,)=—r(p~'X,,pY,)
= —r(X,Y).

Per costruzione questa metrica e invariante a sinistra. In piu grazie alle
proprieta della k, la mappa ® e anche invariante a destra. Pertantoe Ad = Lo R
invariante. Una tale metrica si dice essere bitnvariante.

Costruita una struttura Riemanniana sul gruppo di Lie G compatto e connesso
(vedi esempio SO(3)), vogliamo ora mostrarne le caratteristiche.

In particolare la coincidenza tra la mappa esponenziale nel gruppo di Lie G e
la mappa esponenziale nella varieta Riemanniana (&, gioca un ruolo importante
nella comprensione delle proprieta dello spazio.

Si veda [Boothby, 1975, Teorema 8.9, pagina 351].

Teorema 7 (Curve esponenziali sono geodesiche) Sia M = G un gruppo
di Lie compatto e connesso con metrica biinvariante indotta dalla forma di Kil-
ling. Sia inoltre X € T.G'2 £[G].

Allora lunica geodesica p(t) con p(0) = eq e (d—ip(t))hzo = X ¢ esaltamente
il sottogruppo unidimensionale determinato da X.

Tutte le altre geodesiche di (G, si ottengono componendo traslazioni a sinistra
o a destra di questi sottogruppi unidimensionali.

9Se I'algebra di Lie non & semi-semplice, ma solamente compatta, esiste sempre una scelta
canonica di forma bilineare, definita positiva. La costruzione risulta comunque pit complessa.

Vedi [Boothby, 1975, pag 245]
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Osservazione 13 (Coincidenza di coordinate normali ed esponenziali) Grazie
al teorema appena illustrato, appare ovvio come le coordinate normali della va-

rieta Riemanniana G, coincidono con le coordinate esponenziali (del primo tipo)

del gruppo di Lie GG.

La nostra scelta di parametrizzazione del gruppo SO(3) sara pertanto influenzata
da questo risultato.

3.3 Idee intuitive su geodesiche e curve espo-
nenziali

Campi vettore geodesici. In una varieta Riemanniana e definita una nozione
di derivazione di campi vettore (derivazione covariante), univocamente de-
terminata dalla metrica ®. Dato un vettore tangente X, € T}, M e possibile
estenderne la definizione a tutto M in modo tale da costruire un intero
campo vettore “parallelo” al vettore di partenza. Questo e il modo piu
corretto di definire le curve geodesiche: sono la soluzione di un’equazione
differenziale in cui il campo vettore e la “traslazione parallela” del vettore
tangente iniziale.

Campi vettore invarianti a sinistra. In un gruppo di Lie G, dato un qualsiasi
elemento di 1. e possibile estenderlo a tutto 7'G tramite la mappa tangente
della traslazione a sinistra L,. Per costruzione otteniamo in questo modo
un campo vettore invariante a sinistra.

La morale e che questi due procedimenti sono coincidenti nel caso in cui il
gruppo di Lie G sia dotato della metrica invariante naturalmente indotta dalla
forma di Killing.
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Capitolo 4

Il gruppo SO(3), la sua algebra
$0(3) e le sue proprieta metriche

In questo Capitolo presentiamo uno studio completo ed approfondito sullo
spazio SO(3), inteso come gruppo di Lie e come variela Riemanniana.
Quindi ci interesseremo da un lato alla sua algebra di Lie 50(3) e dall’altro
alla scelta naturale di metrica Riemanniana in questo spazio.

Grazie alla forle interpretazione geometrica di certe relazioni, risulla piu
facile iniziare con lo studio di $0(3).

4.1 Isomorfismo “forte” tra R’ e so(3)

Si vuole qui descrivere I'isomorfismo di spazi vettoriali normati e di algebre di Lie
indotto tra gli spazi R’ e s0(3) dall’operatore x.

Formalmente I'operatore x e definito nel seguente modo:

A A 0 —I3 T2
VeeR® — XZ2zx2 |23 0 - € 50(3).
ry —XT2 0

Nel seguito adotteremo la convenzione di indicare con lettere maiuscole gli ele-
menti di 50(3) e con lettere minuscole i corrispondenti in R®.

La struttura di R® & ben nota. Sono definite due operazioni, il prodotto scalare

e quello vettoriale, che rendono R? algebra di Lie e spazio vettoriale con prodotto
scalare. Corrispondentemente in $0(3) sono definiti un prodotto scalare’ e un

'Per una dimostrazione che la forma bilineare bilineare 4.1 ¢ definita positiva (e quindi non
degenere) si veda la Sezione 4.5. Si noti inoltre come tale definizione corrisponda esattamente
alla scelta di:

k(X,Y).

I

< X,Y >50(3)E —

34
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prodotto esterno ereditati da gl(3):

<SXY > gy = <XV > g %tr {x"v}, (4.1)
(XY, = XY 2 XY - YX. (4.2)
Ebbene grazie al fatto che per ogni X = (zx) e Y = (yx)
<z,y>pe = <X, Y >50(3),
(zxy)x = [X, Y]50(3)7

i due spazi sono isomorfi sotto tutti i punti di vista.
Vale in entrambi gli spazi la proprieta associativa del prodotto scalare rispetto
al prodotto esterno:

< [X,Y],Z >50(3):< X, Y, Z] >50(3) = < [z,y],z >p=< a,[y, 2] >pe

Aggiungiamo inoltre un paio di relazioni valide per matrici emisimmetriche:

Proposizione 14 (Proprieta matrici emisimmetriche) Per ogni z € R’ val-

gono:
(ox = o~ alIs
(xx)” = —[laf*(zx).

Infine calcoli noiosi mostrano che, se x = x(t) € R® con ||z(t)|| = 1, allora

XXX £ (zx)(2x)(xx) =0.

4.1.1 Cambiamenti di base in s0(3): Rotazioni e Rappre-
sentazioni Aggiunte

Grazie alla relazione g(yx)g? = (gy)x, si dimostra facilmente che ad una ro-
tazione in R” corrisponde una rappresentazione aggiunta in so(3):

y — 9gY,

Y — Ady(Y) 2 gY4T.

E importante notare che la rotazione in R e la rappresentazione aggiunta in
50(3) godono di proprieta particolari.
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Essi sono infatti automorfismi di algebre di Lie, cioe rispettano la struttura
di algebra di Lie di R® e 50(3). Ne segue per esempio la proprieta di invarianza
del prodotto esterno in so(3) rispetto all’operatore Ad,:

glz xy) = (92) x (gy); in R, (4.3)
ALX,Y] = [Ady(X),Ad,(V)], in 50(3). (4.4)

Per quanto riguarda invece il prodotto scalare, occorre ricordare come la ro-
tazione rientri nell’insieme delle trasformazioni di R” che mantengono invariata

la distanza tra punti.
Pertanto il prodotto scalare e invariante rispetto alla rotazione, ovvero:

<zyy> = < gz,gy >, in R?, (4.5)
<X,V > = <Ady(X),Ad,(Y) >, in s0(3), (4.6)

dove I'ultima equazione rappresenta la proprieta di Ad invarianza per il prodotto
scalare in s0(3).

4.1.2 Interpretazione geometrica dell’automorfismo Ad

Applicare la rotazione g7 ad un vettore costante di R®, equivale ad esprimerne
le coordinate nel sistema di riferimento non inerziale solidale con il satellite. Vi-
ceversa applicare la rotazione ¢ ad un vettore espresso nel sistema di riferimento
del satellite, equivale ad esprimerlo in coordinate assolute.

Se per esempio yg rappresenta un vettore costante nel sistema assoluto, allora
Ad,r(Y) ne ¢ la rappresentazione (come matrice emisimmetrica) nel sistema di
riferimento del satellite (la quale non € piu costante, ovviamente).

Alla luce di questa interpretazione, assume significato anche la invarianza
rispetto all’operatore Ad del prodotto scalare e del prodotto esterno in so(3). E
diviene assai importante richiedere —come poi sara verificato— che la metrica® del
gruppo SO(3) sia invariante rispetto a questo tipo di operatori.

4.1.3 Derivata temporale della rappresentazione aggiunta

Dopo aver chiarito il significato della rappresentazione aggiunta in SO(3), vogliamo
qui ricavare alcune semplici formule relative alla dinamica temporale della rap-
presentazione aggiunta. | seguenti Lemmi permetteranno di eseguire calcoli in
50(3) senza doversi sempre riferire ai corrispondenti vettori in R?.

Iniziamo con un risultato valido in G'L(n).

’In teoria dei gruppi di Lie una tale metrica si dice biinvariante.
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Lemma 15 Per ogni X,Y € gl(n) costanti, exp(Xt) € GL(n), e per ogni t € R,
valgono le

4, Adexp(Xt)(Y) = Adexp(Xt)[X7 Y] = [X7 AdeXP(Xt)(Y)]7

— Adexp-xy(Y) = Adexp(-x0[—X, Y] = [Adexp-x4)(Y), X].

Dim: Ricordando I’espansione in serie di Lie per I'operatore Ad:

00 4n .
Adexp(Xt)(Y) = Z E adX Y,
n=0 """

se ne puo facilmente calcolare la derivata temporale:

d d &t

& AdeXP(Xt)(Y) = dt adn Y = Z adn Y
o] tn—l 1
= ad ——ady Y
‘ X(;m—l)!a ; )

= [X, Adexp(x(Y)]-

Ricordando poi che Adexp(Xt)(X) = X, si dimostrano tutte le altre eguaglianze.
[

Si noti che g(t) = e*! nel Lemma 15 & la soluzione del sistema di equazioni
differenziali in GL(n)
9=9X,
dove X € gl(n) € un vettore costante
Se invece si vuole Valutare - Ady(Y') al variare di g(t) seconda la ¢ = g X(g,1),

occorre restringersi al caso di SO( ).

Lemma 16 (Derivata Temporale della Rappresentazione Aggiunta) Sia
dato il sistema ¢ = gX(g,t), in SO(3) e sia Y = Y(t) € s0(3), allora valgono le

d .
S AL (Y) = Ad[X,Y]+Ady(Y),

d .
A (V) = [Adr(Y), X] + Adye (V).

dove Y € Ts0(3) % s0(3).
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Dim: Tutto si basa sulla eguaglianza Ad,(yx) = g(yx)g? = (gy)x, valida
Vy e R® e Vg € SO(3). I facili calcoli sono:

—Ad(Y) = (gy) x +(99)x = (9Xy) x + Ady(yx)

= Ad,((Xy)x)+ Ad,(Y) = Ad,[X, Y] + Ad,(Y),

—Adr(Y) = (§Ty) x +(g79)x = (XTgTy) x + Adyr(gx)

= —(zx(¢"Ty)) x + Adyr(Y) = —[X,Ad,r(Y)] + Ad,z(Y).
A

Si noti che in ogni spazio vettoriale, la derivata di un versore e ortogonale al
versore stesso. Supponendo ||Y|| costante, si puo verificare come questo fatto sia
rispettato in entrambe le formule del Lemma 16. Infatti:

[Ady(X), Ady(Y)] L Ad,(Y), VX € s0(3),

Y LY = Ad,(Y) L Ad,(Y).

4.2 Logaritmo e mappa esponenziale in SO(3)

Il materiale presentato in questa sezione e nella seguente e standard. Per un
ottimo testo si veda il [Murray et al., 1994].

Come gia mostrato nell’equazione 3.2, ’esponenziale matriciale e definito nel
seguente modo:

In particolare e di interesse la restrizione di exp(-) a s0(3): per ogni ¢ € R,
vale la famosa Formula di Rodrigues
(£x)

. (€x)?
ex = I3+ -—"—~sin 1 — cos
p(€x) + ] 11+ HfW( 1€11)

= I3+ vers[¢ x| sin||€|| + vers[¢ x]*(1 — cos][€]]). (4.7)

Tale espressione si dimostra sostituendo nella serie 3.2, la relazione (£x)? +
(€x) = 0 (vedi Proposizione 14). Ricordando le espansioni di sin e cos, si riesce
a sommare la serie.

Essendo SO(3) compatto e connesso, siamo nelle ipotesi della Proposizione 10
e si ha pertanto che exp {s0(3)} = SO(3), ovvero che I'immagine di s0(3) copre
I'intero SO(3) (la mappa esponenziale e suriettiva).
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D’altronde, visto che per ogni ¢ € R?, exp(¢x) corrisponde ad una rotazione
attorno all’asse vers[¢] di un angolo ||€]|, si intuisce facilmente come questa mappa
sia non iniettiva. L’ampiezza dell’angolo di rotazione ||£]| € infatti definita a
meno di multipli di 27.

Fissando un criterio di scelta, € possibile comunque definire univocamente
una funzione inversa che chiameremo logaritmo: sia ¢ € SO(3) una matrice di
rotazione, si definisce il log(g) € so0(3), come il vettore a norma minima nell’
insieme

exp™'(g9) = {X € 50(3) : exp(X) = g}

In altri termini:

lo 2 argmin { || X|| jay : exp(X) = . 4.8
£(9) &iwﬁ\m@ p(X) = g} (18)

Questa definizione corrisponde alla scelta di | X || eguale all’angolo minimo neces-
sario a “spiegare” la rotazione g. Intuitivamente e facile convincersi che:

0 < |[log(g)ll,(3) <7 Vg€ SOEB).

Si noti infine come, nel [Curtis, 1979, pagina 49|, si definisca il logaritmo
matriciale nel seguente modo:
og(4) = -3 LA va g <
n

n=1

dove la serie converge in un opportuno intorno di I.
Si puo dimostrare come tale definizione corrisponda nel caso di A € SO(3)

alla 4.8.

4.3 Coordinate esponenziali in SO(3)

E opportuno a questo punto ricordare la definizione di coordinate canoniche in
un generico gruppo di Lie G (vedi Sezione 3.2).

Essendo la mappa esponenziale un diffeomorfismo tra un’intorno di Og € g
ed un’intorno di eg € G, e possibile utilizzarla come carta locale. Pertanto
data una base {Xi,..., X, } dell’algebra di Lie, ¢ univocamente determinato ¢ =

STR ,fn]T € R" tale che
g=exp(&GXi+... +6X0).

Nell’ambito della teoria delle varieta Riemanniane [Boothby, 1975, pag 335],
le & sono chiamate coordinate normali. In particolare nell’ambito della teoria
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dei gruppi di Lie [Helgason, 1978], si usa il termine coordinate canoniche (del
primo tipo). Infine in Robotica esse prendono il nome di coordinate esponenziali,
vedi [Murray et al., 1994].

Esaminiamo ora le proprieta di questa parametrizzazione alla luce di quanto
detto sul caso SO(3) nella sezione precedente:

O In SO(3) la mappa esponenziale € suriettiva e quindi la parametriz-
zazione esponenziale e globale. Cioe per ogni g € SO(3) esiste un
unico (¢x) = log(g) € s0(3), le componenti del quale —rispetto ad
una base assegnata— costituiscono le coordinate esponenziali di g.

O La parametrizzazione esponenziale non € C'* in tutto SO(3). Infatti il
logaritmo sceglie come rotazione equivalente quella ad angolo minimo
e vi € quindi discontinuita nel rappresentare una rotazione di (7 —
e)rad o (7 + €)rad in una qualunque direzione.

O Occorre infine constatare come le coordinate esponenziali non godano
della proprieta di additivita.

Dati due matrici di rotazione ¢g; e g3 e le loro coordinate esponenziali
X1 =logg; e Xy = loggy. Quali sono le coordinate esponenziali di
91092 = g1927

Una risposta assai incauta potrebbe essere X7 + X;. In realta tale
relazione e errata e la corretta eguaglianza tra la coppia (X1, X3)
e log [exp(X1)exp(X3)] richiede 'utilizzo della Serie di Campbell-

Baker—Hausdorff: vedi Sezione 3.2 (oppure in letteratura di robotica

il [Gu, 1988]).

4.3.1 Altre parametrizzazioni

Si noti come sia la parametrizzazione esponenziale sia una qualunque altra scelta
di parametrizzazione minimale (con solamente tre parametri) di SO(3), non puo
essere globale e continua (vedi [Boothby, 1975]).

Angoli di Eulero Un altra parametrizzazione canonica di SO(3) e data dai
classici angoli di Eulero. In questo caso la parametrizzazione si basa su
di un prodotto di mappe esponenziali — in contrasto con 1'unica mappa
esponenziale presente in 4.3. Si ha:

g = exp(¢1X1) exp(d2 Xy) exp(p3X3),

dove le tre matrici emisimmetriche { X, X;, X3} determinano il significato
di {¢1, @2, ¢3} (tipicamente angoli di roll, pitch e yaw).
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In generale tutte le parametrizzazioni che fanno uso del prodotto di tre
matrici di rotazione, vengono denominate coordinate canoniche del secondo
tipo.

Parametrizzazione asse e angolo Sia g € SO(3) tale che ||g|| # 0, 7. Esistono

allora univocamente determinati 0 < ¢ < 7 e X € s50(3) con || X|| = 1, tali
che:

g=eX = elos(9)

dove vale log(g) = ¢X. Si noti come asse X = vers[log(g)] e angolo ¢ =
l9llso) -

Quaternioni unitari Formalmente un quaternione & un vettore della forma:
Q=¢+@i+¢@i+eak, ¢eRi=1,...,3

dove gy & la parte scalare e § = [q1,¢s,q3]7 la parte vettoriale di Q =
(g0, ¢) € Q. L’insieme dei quaternioni QQ ¢ uno spazio vettoriale. L’insieme
dei quaternioni unitari gode della struttura di gruppo se dotato del prodotto
tra quaternioni nel seguente modo:

ii = jj = kk = ijk = —1
ij=—ji=k, jk=-kj=i, ki=—ik=].

E inoltre definita l'operazione di coniugazione:

Q"= (g0, =0).

Quando utilizzato per parametrizzare SO(3) il quaternione unitario assume
I’espressione:

qo = cos(lgll/2), e ¢ =sin(||gl[/2) vers[log(g)].

Si noti come la norma di (go, ¢) inteso come vettore in R” sia unitaria per
costruzione.

Si puo dimostrare come questa parametrizzazione sia non singolare e copra
I'intero SO(3). Valgono inoltre notevoli corrispondenze: la moltiplicazione
tra matrici g, corrisponde alla moltiplicazione tra quaternioni () e la traspo-
sizione di g corrisponde semplicemente alla coniugazione di ).

In particolare ’equazione

9= g(wx)v
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si traduce nella parametrizzazione a quaternione nella

0 —WwW; —WwWy —Ws
Q . l w1 0 ws ) Q
2 Wy —Wws 0 w1 '
Wws3 (%)) —w1 0

Per una descrizione piu completa rimandiamo al [Murray et al., 1994].

4.4 Sistema espresso in coordinate esponenziali

Da quanto descritto nelle Sezioni precedenti, la scelta della parametrizzazione
esponenziale SO(3) — s0(3)
¢ =log(y),

e l'unica in cui le proprieta metriche dello spazio di partenza vengono rispettate.
A questo punto diviene assai istruttivo e necessario per i successivi calcoli, riuscire
ad esprimere il sistema dinamico di partenza (definito quindi in funzione di g €
S0O(3)), in funzione delle nuove variabili ¢ € R”.

Vogliamo cioe esprimere la dinamica delle coordinate esponenziali ¢, al variare
di ¢(t) secondo la

g=gU(), U(t) € so(3), (4.9)

dove U(t) € s0(3) & genericamente composto di drift e controllo.

In altri termini, vogliamo poter lavorare con lo spazio Euclideo s0(3) al posto
dello spazio curvo SO(3).

Derivazione Errata: Si noti come sarebbe erroneo eseguire la seguente deriv-
azione simbolica:

d _ d log(g) __ d & log(g)n
a?d T oA _dtnz:;J n!
= log(g)" " d
—1
= nZ::l CERT 0g(9)
d
= e — log(g),

in quanto nulla ci dice che le due matrici log(g) e d—dt log(g) commutino.

Tale passaggio vale solamente nel caso particolare in cui la curva g(t) sia
della forma:

g(t) = exp(Xog(1)), (4.10)
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con Xo = vers[log(g)] € so(3) costante. Infatti vale la ovvia:

XoeXOd) = €X0¢X0, \V/¢ € R

Chiameremo allora curve esponenziali® le curve della forma 4.10. Solo per
tali curve, ricordando 'equazione 4.9, si ottiene:

. d d
U(t) = g"g = Xo¢ = vers[log(g)] 3 11og(9)llso = 7, loglg),  (4.11)

la quale costituisce un’equazione differenziale lineare nello spazio so(3).

Si supponga allora di avere un movimento del tutto generico, nel qua-le g(t)
varia sia in norma ||g(t)||so(s) = || log[g(% )]qu( 3)- sia in direzione vers [log[g(1)]].

Vale il seguente risultato:

Teorema 8 (Sistema equivalente in s0(3)) Sia data Uequazione differenziale

in SO(3)
g=g(u(t)x), ut)eR’,
stano inoltre (£x) =log(g) € s0(3) le coordinate esponenziali di g.

Allora in ogni intorno di ¢(t), con g tale che ||g(t)|| < =, & evolve secondo la
sequente equazione differenziale in R®:

lel .. (i€l

= ¢ (IS
f U+ —— Co(‘2

Ju + %[f,u], (4.12)

dove £ prspan{g}(u) ¢ la componente di u lungo { euy = u—uy € la componente
perpendicolare.

Si noti come i tre addendi di questa espressione siano ortogonali:
wp Lowr L [Gul =6 ul].
Ognuno di essi possiede inoltre un significato peculiare:

. . . . . d
O In particolare e solamente il primo a dare contributo verso 4 [[{]|.

Infatti proiettando I’equazione lungo vers[¢], si ottiene

d
< 77 & vers[¢] >=< uy, vers[¢] >

3Leggi geodesiche della metrica biinvariante!
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15

alfa(g)

0.5 i

0 | | | | | | |
0 0.5 1 15 2 2.5 3 3.5 4

llgll in [o,pi]

Figura 4.1: Grafico della funzione a(z), = € [0, 7].

e valutando entrambi i membri? si ottiene
d
U €]l =< u, vers[€] > . (4.13)

Si noti inoltre come questa eguaglianza sia in completo accordo con
quanto affermato dal Lemma di Gauss 7 a pagina 22. Infatti sostitu-
endo nella relazione

d )
T HgHSO(S) =< ¢,Y,(9, I3) >T,50(3);

i valori del versore geodesico e del prodotto scalare in 7,50(3), si
riottiene la 4.13!

O Si definisca: . -
a(z) = gcot (5), per x € [0,7].
Se ne puo osservare il grafico in Figura 4.1. La componente v, da un
effetto ridotto sull’evoluzione di &:

Er = a([lél)u,

dove £, ¢ la componente lungo u, di € e a(||€]]) € minore di uno.

“Derivando entrami i membri di ¢7¢ = ||¢||? si ottiene l’espressione sostituita a primo
membro.
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O Essere al punto g € SO(3) con velocita U € s0(3), equivale a dire:
vado da I3 a g e poi da g mi sposto di exp(U dt).

Cio equivale a comporre i due spostamenti exp(£x) e exp(U dt).

Ma allora e chiaro che nell’espressione finale dello stato ci deve essere
un termine della forma [({x), U] € s0(3).

Dim: La dimostrazione ¢ costituita da una serie di noiosi calcoli basati sulla
formula di Rodriguez 4.7.
Abbiamo gia mostrato che per vers[¢ x| costante vale:

d d
g" 79 = versl (&) €l

vedi equazione 4.11.
Rimane da calcolare d—ig quando ||log(g)|| = ||£|| € costante. Utilizzeremo in

seguito una eguaglianza valida in so(3) per versori:
XXX =0, VX(t)€s0(3): IX(Dll(3) =1

Si parta dunque dalla formula di Rodrigues 4.7 e si derivi rispetto al tempo. Sia

X = vers[¢x] € 50(3), si ha:

i = U sin(lElX + (1 - cos((l]) X
= sin(ellX + (1 — cos(JeN) (XX + XX),

A noi interessa una espressione di ¢’ ¢ e pertanto moltiplichiamo a sinistra per
g7 e sostituiamo ancora la formula di Rodrigues:

g7 = [T+ Xsin(l¢]) + X*(1— o))"+
Lsin([E)X + (1 = cos(JEN)X X + X X))

A questo punto, dopo aver distribuito, si eliminano i termini eguali ed opposti in
X2X, si elidono i termini in XXX e si raccolgono a fattor comune i termini in
XX.

Ricordando inoltre che XX — XX = [X, X], si ha

g"g = sin(|l¢])X + (1 — cos(||€]))[X, X].
Infine aggiungendo I'addendo legato alla variazione di |||:

97§ = X + sin ¢X + (1 — cos €)X, X]. (4.14)
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Siamo qui giunti ad una espressione in cui la matrice ¢ non & piti presente: ¢'¢ =
(ux). Sostituendo e passando da so(3) a R’

. d d
u = [[E]| vers[¢] + sin[|€][ - vers[¢] + (1 — cos [[E][)] - vers[¢], vers[¢]],

da cui si ottengono le due:

wp = ||€]| vers¢],

d d
ws = sinlle] o versle) + (1 — cos J¢])[ 5, vers[é] vers[g]].  (1.15)

. . . d . . .
Nella seconda equazione, noi vogliamo 3 vers[¢] in funzione di u,, e pertanto,

moltiplicando a sinistra per vers[¢], si ha

Ju, vers[e]) = sin ] vers(e] vers[e]) — (1 — cos ) < versle]. (416

Si moltiplichi 4.16 per 1 — cos ||¢]| e la si sottragga alla 4.15 moltiplicata per
sin(|[€]). Si ottiene

d 1 sin ||€]| ’
Evers[f] = —§[UJ_,VGI’S[€]] + —2(1 —cos [€]) U .
Dato che 5 & = (g [[€]) vers[¢] + [[€]]  vers[¢], si ha:
d,. _ €l sin il Lo
art = AT o ey T 2

4]}

1
U+ @Cot( 5 JuL + 516 ul,

grazie ad una identita trigonometrica.

o

Si noti come il risultato intermedio 4.14 sia contenuto anche nel [Gu, 1988].

4.5 Metrica Riemanniana in SO(3)

In questa sezione siamo interessati a descrivere la struttura di varieta Rieman-
niana del gruppo di Lie SO(3); faremo costante riferimento ai concetti introdotti
nel Capitolo 3.

In particolare, partendo dalle caratteristiche algebriche e geometriche di base,
vogliamo qui riassumere brevemente tutta la ricca struttura di cui lo spazio SO(3)
gode. Ripetiamo allora con ordine tutta la costruzione logica della Sezione 3.2.1:
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i) I gruppo di Lie SO(3) e compatto, connesso e non ha sottogruppi
normali oltre a {I3} e SO(3) stesso.

ii) A norma della Proposizione 12, la forma di Killing e definita negativa
in so(3).

iii) Moltiplicando la forma di Killing per un fattore di scala negativo si
ottiene una forma bilineare, simmetrica e definita positiva in so(3)
(ovvero un prodotto interno in 50(3)), che in piu gode della proprieta
di Ad invarianza.

iv) Pochi calcoli mostrano come:
1
k(X,Y) 2 tr{adyoady} = 31 < XY >o(3) -

v) Data una forma bilineare in g = 7., otteniamo una campo di forme
bilineari in T'G' grazie alla mappa tangente della translazione a si-
nistra: per ogni ¢; e ¢z in 7,50(3), si definisca il prodotto scalare in

T,50(3), come:

. . A . .
o, (91792) = o ((dLgT )9 0 g1, (dLgT)g o 92)
= ®,(9"g1,9"g>)
= <g"g1.9" ¢ >50(3) .

Questa struttura Riemanniana e invariante a sinistra per costruzione.
Se inoltre la forma bilineare di partenza era Ad invariante, allora la
metrica bilineare risultante ¢ anche invariante a destra e pertanto
biinvariante (vedi [Fegan, 1991, pagina 35]).

vi) Essendo inoltre partiti con una forma definita positiva, otteniamo
infine una metrica Riemanniana per SO(3).

Osservazione 17 (Significato della metrica invariante) Avere a disposizione
una metrica biinvariante, significa essere in grado di definire determinate gran-
dezze e concetti indipendentemente dalla scelta del sistema di riferimento.

Data Uinterpretazione della rappresentazione aggiunta come cambio di sistema
di riferimento, una metrica tnvartante rispetto alla mappa Ad é una metrica che
non dipende dalla particolare scelta del sistema di riferimento in cui st effettuano
¢ caleols.

Tutto questo procedimento, sebbene richieda un notevole approfondimento
teorico, si puo ritenere assai naturale. Proprio questa sua canonicita permette alla
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fine di eseguire effettivamente i calcoli e di verificare come i concetti di geodesica,
di distanza tra punti e di versore geodesico, siano assai concreti ed estremamente
significativi.

Infatti grazie all’eguaglianza tra curve geodesiche e curve esponenziali (vedi
Teorema 7 a pagina 31), valgono i seguenti fatti:

e Siano dati g1, 92 € SO(3), allora la curva geodesica che li unisce ha la forma:
v [01] = SO@),

t — giexptlog(g g2)].

e Il versore geodesico Y, (g, I3) € T,50(3), ha 'espressione:
Y,(,T5) = — versflog(9)].

In generale valgono poi anche:

e Per ogni g1 € T,50(3), si ha per definizione:

HthTgSO(?)) = (I)g1(§71791)
= \/< 97g1.9" g1 > wo(3) (4.17)

e Il gruppo SO(3) rispetto ad una generica varieta Riemanniana, ha un ele-
mento eso(3) = I3 rispetto al quale si puo definire una norma:

Definizione 12 Dato un punto g € SO(3), si definisce la sua norma come:

l9lls0(s) = dist(g, Is) -

Andiamo ora a calcolare esattamente quanto vale dist(g1, ¢2):

Eseguiamo ora i semplici calcoli. Ricordiamo che data la matrice di rotazione
g € SO(3), sappiamo ricostruirne l'asse di rotazione vers[log(g)] e I'angolo di
rotazione minima || 10%(9)"50(3)-

Siano dati dunque g1, g9, € SO(3). Sia
(Ex) = log g1 9.

Allora possiamo costruire la curva v : [0, ||€]|] — SO(3)

t vers[€ X]

v(s)=gie :

in modo che tale curva per costruzione unisca ¢; a ¢s.



4.5. METRICA RIEMANNIANA IN SO(3) 49

Come dimostrato in Proposizione 7 questa curva e il segmento geodesico a
lunghezza minima tra i due punti. Inoltre , essendo v una curva esponenziale, si
puo calcolarne esplicitamente la derivata (vedi equazione 4.11):

3(s) = 9(s) vers[é x],

e quindi secondo la definizione:

_ el
dist (g1, g2) :/0 [7(s) vers[¢ x]||T,, 50(3) ds

(€]l
= [ verslexll, (5 ds

el
= | ds =&l = lllog g1 gall = llg1 g2lls003)

Dunque la distanza tra due punti in SO(3) e data dall’ampiezza dell’angolo mi-
nimo (quello stesso della definizione di log) che occorre percorrere per giungere
da un assetto all’altro (Proprio quello che ci aspettavamo!).

In particolare vale per la norma:

lgllsoq 2 dist(g, Is) = 10g(9)ll(3); (4.18)

e si puo finalmente dare un significato intuitivo alle equazioni:

lim g(t) =¢1 & lim dist(g(t), 1) = 0.

{—o00

con g,¢1 € SO(3).

Osservazione 18 Questi ultimi passaggi riguardanti la valutazione di dist(p, q),
sono ridondanti in quanto dalla definizione stessa di metrica in SO(3) risulta:

A
”gHSO(S) = || 10%(9)"50(3)-

Essi comunque aggiungono un po di intuizione ai passagqgi teorici descritti nel
Capitolo 3.



Capitolo 5

Strategie di controllo su varieta
Riemanniane

In questo Capilolo descriviamo delle strategie di controllo per sistemi de-
finiti su una varieta Riemanniana. Partendo da determinate ipotesi sulla
varieta e sul sistema da controllare, deriviamo leggi di controllo di tipo
geodesico, minimale e adattativo.

Particolarizziamo inoltre tali strategie a sistemi definiti sulle varieta SO(3)

e S

5.1 Formulazione del problema di controllo

Ci riproponiamo ora di applicare gli eleganti concetti mostrati nelle Sezioni pre-
cedenti al problema del controllo.

Sia data una varieta Riemanniana M e un sistema dinamico in forma affine
= flz)+>_ gi(x)u;, z€ M. (5.1)
i=1

Si dice stato del sistema il punto # € M e ingressi del sistema, o controlli, le
weR, i=1,...,m.

Nel seguito ci riferiremo a tale sistema dinamico con la notazione (f,¢;).

Scopo della legge di controllo e la regolazione dello stato x: cioe con la no-
tazione stabilizzazione del sistema 5.1 intendiamo il seguente obbiettivo:

50
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Preso un punto p € M a piacere, vogliamo costruire una legge di retro-
azione dallo stato della forma u; = u;(x), tale che per il sistema a catena
chiusa valga:

limiewe =p, < ,limy_. dist(z,p) =0,
dove la nozione di distanza in M e appunto legata alla struttura della va-
rieta stessa (vedi Capitolo 3).

Prima di poter enunciare la nostra strategia di controllo, abbiamo bisogno di
descrivere brevemente 1 recenti risultati ottenuti in letteratura nel controllo di
sistemi nonlineari.

Definizione 13 Sia dato il sistema nonlineare affine 5.1, si dice distribuzione di
controllabilita lo span lineare dei campt vettore g;. In formule

Ac(z) = span{gi(:ﬁ)}i:l’m’m :

In letteratura assume molta importanza la sua chiusura involutiva del sot-
tospazio vettoriale Ac.

Definizione 14 Si dice Lie algebra di controllabilita la chiusura involutiva di
A¢, e la si denota con il simbolo

Si puo a questo punto introdurre la famosa condizione LARC! sul rango della
Lie algebra di controllabilita:

Ac(z)=T,M, VYeeM

Si noti (sin da [Hermann and Krener, 1977] per arrivare a [Sontag, 1990],
[Isidori, 1989] e [Nijmeijer and Van der Schaft, 1990]), che tale condizione di rango
assicura solamente proprieta molto deboli di accessibilita.

Solo nel caso di sistemi privi di drift (f(z) = 0), tali proprieta di accessibilita
si riflettono in analoghe proprieta di controllabilita.

In particolare poi noi siamo interessati al problema della stabilizzazione del
sistema (f, g;). Sul’argomento esiste un notevole risultato di [Brockett, 1983]:

Teorema 9 (Condizione necessaria per la stabilizzabilita) Sia dato il sistema

&= f(z)+ > gi(x)u, zeR", u ek
=1

IDall’inglese: Lie algebra rank condition.
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Se esiste un controllo continuo
v: R" — R™
z = ou(x) = [ur(z),. .., un(x)]?,

tale che il sistema in calena chiusa
&= f(z)+ Y gi(x)ui(z) £ h(z),
=1

sta asintoticamente stabile lim;_, ., x(t) = 0.
Allora la mappa

R" x R™ ~— R"
(v,w) = fv) + D gi(v)w;,
=1

¢ suriettival

Tale teorema ha forti implicazioni nella nostra ricerca. Prima di proseguire
diamo la seguente:

Definizione 15 [l sistema (f,g;) si dice completamente controllabile se
Span{gi(x)}izl,...,m é AC(:E) = Tva Ve e M.

Supponiamo per un momento di non avere drift e reinterpretiamo il risultato
appena enunciato:

Ogni qual volta il sistema (0,¢;) non sia completamente controlla-
bile, il nostro obbiettivo di controllo (stabilizzazione) non ammette
soluzione!

Quando invece il drift e presente, il problema diviene assai piu complicato.

Nel seguito, nello studio dei nostri modelli del 1° ordine, imporremo la completa
controllabilita del sistema (nonostante la pit debole condizione necessaria del Te-
orema di Brockett).

Infine nel Capitolo 9, tratteremo una classe di sistemi che senza piu verificare
la condizione di completa controllabilita, rientra nelle ipotesi del Teorema.

In quanto segue, adottiamo le seguenti due assunzioni sulla varieta
M e sul sistema (f,g;):
O La varieta Riemanniana M si assume completa.
O 11 sistema dinamico (f, g;) si assume completamente controllabile.
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5.1.1 Strategia geodesica

Siamo a questo punto pronti a definire la nostra strategia di controllo valida per
sistemi completamente controllabili definiti su varieta complete.
Si consideri il seguente comportamento:

Si annulla completamente il drift e si applica un controllo che istante
per istante e diretto lungo il versore geodesico Yy (z,p) € T, M da z(t)
a ¢ ed ha intensita proporzionale alla distanza dist(z (1), ¢) tra lo stato
e "obbiettivo.

Conseguentemente, chiamiamo controllo geodesico il seguente
3" i = —f(x) + Kpdist(z,p) Ya(a, ). (5.2)
=1

Si noti come la condizione di completa controllabilita permette di dimostrare
facilmente l’esistenza e 1'univocita del controllo v = [uy,...,u,|t € R™, che
risolve ’equazione 5.2.

E inoltre facile dimostrare come con una tale legge di controllo varranno glo-
balmente i due seguenti fatti:

TRAIETTORIA GEODESICA: lo stato x(¢) rimane sempre lungo la geodesica
minimale che unisce z(0) a p.

CONVERGENZA ESPONENZIALE: la dinamica per la dist(x(¢), p) sara:

d
—dist(z(t), p) = —Kydist(2(), ).

dove K, e la costante reale positiva di proporzionalita.

5.1.2 Strategia minimale

Accontentandoci della convergenza esponenziale possiamo definire:

Si annulla il drift f(z) solo lungo la direzione geodesica, lungo la
quale si applica un controllo che istante per istante e ha intensita
proporzionale alla distanza dist(z(1), ¢) tra lo stato e 'obbiettivo.
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Chiamiamo controllo minimale il seguente

m

S gile)us = [ < f(2), Yale,p) St +Kpdist(e,p) [Yale,p). (5.3)

=1

Si noti come anche in questo caso, la condizione di completa controllabilita per-
mette di dimostrare facilmente I’esistenza e I'univocita del controllo 5.3.

In questo caso, dato un generico drift, il sistema evolvera lungo una tra-
iettoria lasciata libera di vagare lungo le direzioni parallele alla sfera geodesica
Sy(dist(z(t),p)), di centro p e raggio dist(xz(t),p). Viceversa per la componente
lungo la direzione geodesica continua a valere:

CONVERGENZA ESPONENZIALE: la dinamica per la dist(z(t), p) sara:

d
—dist(z(t), p) = —Kydist((t), )

dove K, ¢ la costante reale positiva di proporzionalita.

o

Osservazione 19 (Convergenza esatta in tempo unitario) Interpretando il
problema del controllo del sistema 5.1 nell’ambito del Motion Planning, st puo
formulare una strategia di controllo esatto in tempo unitario.

Basta infatti applicare lungo la direzione geodesica un controllo la cut intensita

soddisfi la
| 1)l dr = dist(2(0),q).

Cto vale per entrambe le strategie geodesica e minimale.

5.1.3 Strategia adattativa

In letteratura sono presenti vari schemi per la stabilizzazione di sistemi nonlineari
con parametri incogniti. Tutti pero si basano sull’idea esposta per la prima volta
nel [Parks, 1966].

Il testo classico in materia di controllo adattativo e il [Sastry and Bodson, 1989]:
seguendo la terminologia ivi contenuta, lo schema di controllo qui proposto e del
tipo “diretto”.

Intendiamo ora descrivere qualitativamente 1'idea originaria di [Parks, 1966].
Assumiamo l'ipotesi fondamentale di dipendenza lineare del drift rispetto ai pa-
rametri incogniti e proviamo la stabilita alla Lyapunov? del sistema in questione:

ZPer una trattazione classica della stabilita alla Lyapunov, si veda [Hahn, 1967].
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ScHEMA CLASSICO CON PRINCIPIO DI EQUIVALENZA CERTA E CON FUNZIONE
DI LYAPUNOV: sia « € R lo stato del sistema

T = Qf(iﬁ) + u(;z:),

dove indichiamo con 6 la stima corrente del parametro incognito 6.
Sia V(xz,0 —0) = 12?4+ 1[0 — 0] la nostra candidata funzione di Lyapunov e
si scelga il controllo:

u(z) = —f(”l})g— Kpx.

Si noti che il primo addendo cerca di cancellare il drift, mentre il secondo e un
classico controllo proporzionale. Questa scelta va sotto il nome di Principio di
FEquivalenza Certa.

Vale
d

LV = zi — [0 — 0]

~

_ _ d -
0 = —Ky2* +zf(x)[0 — 0] — [G—G]EH

t

~ ~

= Ko+ [of(z) — d—dta][a — 9.

Il trucco fondamentale consiste nel scegliere la legge di aggiornamento della stima
0 della forma .

0=uzf(z),
in modo da ottenere una funzione di Lyapunov V con derivata semi—definita
negativa.

Il lemma di Barbalat (o il principio di La Salle, a seconda delle condizioni)
conclude la dimostrazione di stabilita asintotica dello stato x.

o

Vogliamo ora adattare questo schema al caso di sistemi dinamici definiti su
di una generica varieta (non piu quindi uno spazio Euclideo). In particolare dob-
biamo specificare rispetto a quale scelta di coordinate locali, valga la dipendenza
lineare del drift rispetto ai parametri incogniti (ipotesi fondamentale).

Ebbene la nostra scelta ¢ ancora una volta per la parametrizzazione normale’!

Supponiamo quindi di esprimere il sistema 5.1 in coordinate normali* (vedi
Capitolo 3):

& = f(x) —I—Xi?gz(w)uz = A(x)@—l—igi(x)ui, (5.4)

30vvero esponenziale nel caso di varietd con struttura di gruppo.

*In quanto segue denoteremo, con lieve abuso di notazione, le coordinate normali di x € M
con il simbolo z € R™. Stesso dicansi per la f e le g;: con tali simboli intenderemo la loro
espressione in coordinate locali.
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dove il drift f(z) ammette una espressione lineare A(z) € R™** nei parametri
incogniti € R":

E quindi possibile formulare uno schema classico (a Equivalenza Certa e
funzione di Lyapunov) per il controllo adattativo del sistema 5.4 definito sulla
varieta Riemanniana M!

Si consideri il seguente comportamento:

Sia Yy (2(1),p) € TpM il versore geodesico in z(t) verso p. Si ap-
plichi un controllo a Fquivalenza Certa secondo la strategia geodesica
descritta precedentemente:

> gi(@)ui = —A(2)0 + Kydist(z, p) Ya(x, p).
=1

A norma del Lemma di Gauss 7, lungo la direzione geodesica il sistema
sl muovera con intensita:

o~

d
E diSt($7p) = < }/90(567]))7 _[(PdiSt($7p) }/90(567])) + A(”C)[(g - 0] >TuM

= —Kpdist(z(t),p) + < Ya(z,p), A(z)[0 — 0] >,

Si noti come anche ora il drift residuo in £ dist(z,p), mostri una
dipendenza lineare in 6.

Scelta la funzione di Lyapunov

o~

1 1 ~
V{dist(2(t), p) 0 — 0] = Sdist(x(1), p)* + 510 Ol

essa evolve secondo la:

d o gt 44
EV = — Kpdist(z(t),p)’ — [Q—Q]TEG

+ diSt(fE,p) < Y;(T,p),A(”C)[G - 9] >TM -

Si noti che il terzo addendo dipende linearmente dai parametri [§ — 6]:
esiste pertanto B(z) € R* tale che

B(z)T[0 — 0] = dist(z,p) < Ya(z,p), A@)[0 — 0] 100 . (5.5)

La legge di aggiornamento della stima

d -
iy
permette ’eliminazione del terzo addendo di C% Verende V = — Kpdist(z(t), ¢)*

semi—definita negativa.

Tutto segue poi come nel caso reale.
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[ )
Chiamiamo controllo adattativo per il sistema 5.4, il seguente
Sogi(e)ui = —A(@)d+ Kydist(z, p) Ya(z, p)
=1
d -
—0 = ] .
20 = Bl), (56)

con B definito dalla 5.5.

Nei paragrafi seguenti espliciteremo le leggi di controllo appena enunciate per
i vari sistemi presi in considerazione.

5.2 Sistemi definiti in gruppi di Lie

Storicamente vi € sempre stato in letteratura un notevole interesse per sistemi
dinamici definiti su gruppi.

Prima ancora che si riuscisse a spiegare l'idea di sistema nonlineare control-
labile e/o osservabile (dando condizioni necessarie e sufficienti), era gia presente
in letteratura una assai completa “Teoria dei Sistemi definiti su Gruppi di Lie”,
si veda |'Introduzione ed i riferimenti ivi contenuti.

Anche alla luce delle teoria esposta in tali articoli, la nostra ipotesi di completa
controllabilita e molto forte.

Noi vogliamo qui dimostrare come dati due punti del gruppo esiste sempre
almeno una curva geodesica che li unisce.

In termini piu precisi, vogliamo mostrare come un gruppo di Lie G compatto e
semi—-semplice sia metricamente completo rispetto alla struttura Riemanniana bi-
invariante indotta dalla forma di Killing (si veda la Sezione 4.5 per una descrizione
completa di questo procedimento).

Ancora una volta tutto si basa sull’identita tra geodesiche della metrica e
curve esponenziali (ovvero sottogruppi unidimensionali) nel gruppo di Lie con
struttura Riemanniana GG (vedi Teorema 7 a pagina 31):

Le curve geodesiche di G sono le sue curve esponenziali. Ma tali curve
sono definite su tutto R, cioe la curva

V(t) = gexp(Xt), geG, e Xe€L(G),

e naturalmente definita per ogni t € R (si veda il Teorema 6 a pa-
gina 26).

Questo equivale a dire che la varieta Riemanniana G e completa ge-
odesicamente.
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Quindi, a norma del Teorema di Hopf-Rinow, la varieta Riemanniana
(G € completa anche come spazio metrico.

o

In generale un sistema definito su di un gruppo di Lie si presenta nella forma:
g=gU(t), geG, e Ue€L(G), (5.7)

dove g e lo stato del sistema e U(t) definito nell’algebra di Lie corrispondente
L(G), € composto genericamente di controllo e drift.

Regolazione In questo caso siamo interessati ad una legge di controllo U =
U(g), che porti g(t) a convergere verso 'identita e € G. Ovvero vorremmo
che per il sistema a catena chiusa:

9=9U(9),
valga:
tlim g(t) = eq.

Si noti come la strategia geodesica esposta nelle Sezioni precedenti, pre-
ve-da un controllo tale che U sia diretto lungo la direzione geodesica con
intensita proporzionale alla distanza tra stato e identita.

In formule

U(g) = —Kpdist(g, e,) vers[log(g)] = — K, log(g). (5.8)

Inseguimento Sia data una traiettoria gq = g¢4(t) € G desiderata. Noi vor-
remmo che g(t) converga in qualche senso a gq.

In questo caso, 'osservazione cruciale e che noi possiamo sfruttare la strut-
tura di gruppo di GG per riformulare questo task come un problema di rego-
lazione.

Si dia la seguente

Definizione 16 Sia dato ¢(t) lo stato del sistema 5.7 definito in G e sia
ga la traiettoria desiderata.

Allora definiamo Uerrore n € G con
A _
n=gig € G
S7 noti come ovviamente:

nlle = dist(g, ga) = dist(ga, 9)
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Sara dunque possibile riscrivere il sistema 5.7 in cui il nuovo stato e I’errore
n € G e controllare verso 'identita e di GG il nuovo stato!

Nel prossimo Capitolo daremo un esempio assai concreto ed esauriente di
quanto sviluppato fin’ora.

5.3 Sistemi definiti sulla sfera

Si noti come sarebbe assai istrultivo, estendere la metodologia qui esposta
al caso di S".

Si veda la Sezione 3.1.1 a pagina 23, per la costruzione della struttura metrica
di S? e per le espressioni di versore geodesico e di distanza tra punti.

Iniziamo notando che
i) Le geodesiche della sfera® S? sono i cerchi di raggio massimo.

ii) E quindi ovvio come il dominio [a,b] C R di una geodesica 7 : [a, b] —
S? sia sempre estendibile a tutto R.

2 . . . .
iii) S ¢ pertanto completa sia geodesicamente che metricamente.

Dati quindi due punti di S” esiste sempre almeno una geodesica (ovvero un cerchio
di raggio massimo) che li unisca. In particolare, a meno che i due punti non siano
opposti rispetto al centro, esiste un’unica geodesica minimale.

La sfera S? non ha struttura di gruppo e pertanto non esiste un punto priv-
ilegiato verso il quale guidare il sistema: scegliamo pertanto arbitrariamente un
punto p € S* € R?, verso il quale regolare lo stato del nostro sistema.

Ovvero sia @ = z(t) € S? 1o stato del nostro sistema dinamico: vogliamo
orientare z lungo la direzione costante nel tempo p € S°.

La strategia geodesica si legge in questo caso come:

¢ = Kydist(z,p) Yo(z, p)
K, arccos|(z, p)] vers[z, [p, z]] € T,S". (5.9)

o

Ricordando la definizione di errore di orientazione 3.1 (vedi sempre Sezione 3.1.1):

e(x,p) 2 arccos[< x,p >] vers[z,p], R’

5La struttura Riemanniana della sfera & quella naturalmente indotta dal prodotto scalare in

RS
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si puo reinterpretare la legge geodesica nel seguente modo:
z || le(z,p),z] = vers[i] = [vers[e(z, p)], 2],

dove il simbolo || significa parallelo.
. d . . . . . .
Per quanto riguarda 3; |e(z, p)|| si puo verificare, tramite un noioso calcolo di
derivata, come

d .
et o)l = ~Kple(e, p)l
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Capitolo 6

Inseguimento in SO(3) con tre
rotori

Vogliamo qui applicare le strategie di controllo descritte nel Capitolo prece-
dente, al caso del controllo dell’assetto di un satellite attuato da tre rotori
d’inerzia.

Essendo lo spazio in questione un gruppo, abbiamo a disposizione una
nozione canonica di errore, rispetto alla quale formulare il problema del-

l’Insequimento.

La dinamica del nostro satellite e descritta dalla 2.7, che riportiamo qui per
comodita:

g = gY(g) +g;X¢w(t)a 6.1)

Y(g) = (J7'¢"yo)x,

Cerchiamo una legge di controllo (vedi [Wen and Kreutz-Delgado, 1991]) che ri-
solva il problema dell’inseguimento di una traiettoria in SO(3) per un satellite con
m = 3 attuatori, avendo a disposizione come misura ’intero stato g(t) € SO(3).

Questo problema, formulato con un modello del 1° ordine, a conoscenza del-
I’autore non e stato affrontato in letteratura. Per un confronto con la letteratura
esistente in materia, rimandiamo all’Introduzione e al Capitolo 9 sul modello
completo di dinamica degli attuatori.

Si noti che, come descritto nell” Osservazione 3, il sistema con tre attuatori
e completamente controllabile. Da un punto di vista algebrico, nell’equazione
g = gU(t) € possibile assegnare il valore di U(t) € s0(3) del tutto a piacimento.
Sono dunque verificate le condizioni di

i) varieta completa,

ii) sistema completamente controllabile.

62
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o

Sia quindi data una traiettoria gq4(t) € SO(3) desiderata, e supponiamo di
poterne facilmente ricavare la relativa velocita angolare istantanea espressa in
coordinate solidali al satellite:

ga(t) = ga(t)Xa(t), Xa(t) € s0(3). (6.2)

Classicamente il problema dell’inseguimento consiste nel fare convergere a zero
Perrore, ovvero la distanza tra g(t) e ga(?).

E significativo osservare come in letteratura non vi sia uno comportamento
standard sul come misurare tale distanza e sul come rappresentare I’errore di inse-
guimento. Rimandiamo al [Wen and Kreutz-Delgado, 1991] per una descrizione
completa della letteratura sull’argomento.

Si noti inoltre come la scelta della parametrizzazione di SO(3) vada poi ad
influenzare in maniera determinante la formulazione della stessa legge di controllo.
Spesso, cercando di generalizzare un’idea comunissima in teoria dei sistemi lineari,
tale legge di controllo viene scelta di tipo proporzionale.

Quello che non appare chiaro in letteratura e: legge proporzionale si, ma a
quale grandezza?

In base ai motivi descritti nelle Sezioni precedenti, si da qui la seguente defi-
nizione:

Definizione 17 Sia gq(t) la traiettoria desiderato in SO(3) e sia g(t) lo stato
del nostro sistema 6.1.
Allora si definisce errore d’assetto e(t):

e(t) 2 gl (t)g(t) € SO(3).

Rispetto alla definizione di 1 della Sezione precedente, si noti la semplificazione
dovuta alla proprieta di SO(3) per cui

91" = 94-
Si noti inoltre che la matrice di rotazione e(t) scelta € quella di cambiamento
di base dalle coordinate solidali al corpo a quelle desiderate; questa € una scelta
arbitraria, dovuta all’eguaglianza

lgd (1)g(t)llso@) = llg" (t)ga(t)l|so() = dist(g(t), ga(t)) -

Siamo quindi giunti a riformulare il problema di Inseguimento come probema
di Regolazione per il nuovo stato e(t) € SO(3). Vogliamo infatti che per il nostro
sistema valga:
lime(t)=1; < tli_glo lle(t)||so(s) = 0.

{—o00
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6.1 Controllo con conoscenza dei parametri

La costruzione della legge di controllo avverra per gradi. Come primo passo,
supponiamo per semplicita che la traiettoria desiderata inizi da gq4(0) = ¢(0).
Partiamo quindi con un errore d’assetto e¢(0) = [3. Per seguire la traiettoria al
variare del tempo sara quindi necessario e sufficiente far si che:

ovvero proiettando! lungo le X;:
ui(t) = < Xq(t),Xi > — <Y(9),Xi> 1=1,2,3.

Questa legge pero non e piu sufficiente ad assicurare 'inseguimento se si parte
da una situazione in cui €(0) # I3. L’errore evolve infatti secondo la seguente
equazione:

ét) = gig+9i¢

= —Xa(t)gig +939(V(g)+ i Xiui(t))
= —Xae(t) + ¢(t)(Y(9) + Z:X“)

= e(t)(— Adr(Xa) + Y(g) + ixu) (6.4)

e il controllo 6.3 non tiene conto del nuovo termine — Ad.r(Xq).

Sinoti che essendo X4 una grandezza espressa in coordinate assolute, Ad r(Xq)
e la corrispondente grandezza espressa in coordinate solidali al sistema di riferi-
mento dell’errore (vedi Sezione 4.1.1).

Si noti come a tutti gl effetti, 'equazione 6.4 costituisca I’equazione di stato
del nostro nuovo sistemal

Al nuovo sistema, possiamo a questo punto applicare i concetti introdotti
precedemente:

Proposizione 20 (Inseguimento di traiettorie in SO(3)) Sia dato il sis-tema sa-
tellite nella forma:

3
9=9Y(9) +9>_ Xeui(t),
=1
Sia ga(t) = ga(t)Xa(t) Uequazione dinamica che descrive la traiettoria desiderata
in SO(3) e sia e(t) égg(t)g(t) lerrore d’assetto.

'Ricordiamo I'ipotesi di ortonormalita della base {X;, X2, X3} di 50(3)
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Allora un controllo della forma:
3
S Xwilt) = Adar[Xa(t)] - Y(9) — Kploglal (0)g), K, €RY,  (65)

costringe Uerrore d’assetto e(t) a decrescere lungo la traiettoria geodesica verso
l'tdentita con legge esponenziale:

le()lso@) = lle(0)llsog) e™"".

Dim: Partendo dall’equazione di sistema 6.4 e sostituendo il controllo adot-
tato 6.5, si ha

é(t) = e(t)( = Adr(Xa)+Y(9) qu)

= e(t)( — Kylog[e(t)]).

Ma questa e esattamente la legge di equazione 5.8 a pagina 58. Si pud appli-
care quindi il Lemma di Gauss e con esso tutti i risultati mostrati nel Capitolo
precedente.

o

Si noti che la legge di controllo 6.5 ha la forma di una legge di retroazione
nonlineare dallo stato. Infatti essa e scritta in funzione del solo stato g(t) (e del
segnale desiderato ga(t), Xa(?)).

Osservazione 21 (Convergenza esatta in tempo unitario) Guardando al sistema 6./
dal punto di vista del Motion Planning, € possibile scrivere un legge di controllo
che porti ad un errore nullo in tempo unitario. Basta imporre:

3
ZXi’Ui(t) = Ad.r[Xa(t)] — Y(g) — vers[log(e)]u(?),
con un qualunque u(t) € R, t € [0, 1] tale che

/01 u(r)dr = || 10?5[6(0)]”50(3) = [le(0)]|so()

Il controllo 6.5 rappresenta I'applicazione della strategia geodesica 5.2 al mo-
dello 6.1.

Possiamo inoltre formulare per lo stesso modello la strategia minimale 5.3:
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Proposizione 22 (Inseguimento “minimale” di traiettorie in SO(3)) Nelle
stesse ipotesi della Proposizione 20, la strategia minimale assume Uespressione:

Z?):Xiui(t) = —Kplog(e)+
< Ad.r[Xa(t)] — Y(g), vers[log(e)] > vers[log(e)].

Allora, sebbene la traiettoria sequita da e(t) non sia piu una geodesica, conti-
nua a valere
—Kpt

le@)llsoe) = [le(0)l[so@) ¢

6.2 Controllo adattativo

Vogliamo qui applicare al modello 6.1 la strategia di controllo adattativo 5.6
esposta precedentemente.

Lo schema adattativo viene utilizzato nel caso in cui sia nota solo una stima
Yo = yox del momento angolare totale Yy = yox, supposto costante.
Ricordiamo dal Capitolo 2 come:

d

=, Yo = Testerne
dt

dove con Tegterne si denota il momento meccanico totale applicato dalle forze
esterne.

L’introduzione di uno schema adattativo sul parametro yo permette di annul-
lare gli effetti di instabilita dovuti alla forte ipotesi di disturbi esterni completa-
mente nulli.

Valga per tutto il resto la notazione VX € so(3), XV € R®, dove -V : 50(3) —
R? & loperatore inverso di (-x) : R* = s0(3).

Proposizione 23 (Inseguimento adattativo di traiettorie in SO(3)) Sia dato
il sistema satellite nella forma:

g = gY(9) +9233Xiuz'(t),

=1

Y(g) = (J7'¢"yo)x,

Sia ga(t) = ga(t)Xa(t) la traiettoria desiderata, e(t) égg(t)g(t) l’errore d’assetto,

e si denoli con 7o 2 Yo — Jo € R® Verrore di stima.
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Allora il controllo?

ixwﬂ:AwuwWY@—mmwm K, eR",  (6.6)
Y(g) = (J7'¢"o)x,

e la legge di aggiornamento della stima

d

o= LgJ 'logle]V, VI =TT >0, (6.7)
stabilizzano asintoticamente Uerrore dello stato e(t) a zero e Uerrore della stima
Yo ad una costante.

Dim: Sostituendo il controllo 6.6, nella equazione d’errore 6.4, si ottiene

é(t) = e(t)( — Ky logle(t)] + AY(g)), (6.8)

dove AY(9) = Y(9) — Y(g) = (J7"¢" o) x.
Costruiamo quindi la candidata funzione di Lyapunov per il nostro sistema in
S0(3) x R?:
1

_.al I
Ve, go) = §H€H250(3) + 5’!/0F Yo, (6.9)

e cerchiamo una legge di aggiornamento della stima gy tale da assicurare stabilita.

Data
d1 d
EQMW%@=W®%m@ﬂMWw@a (6.10)

come varia ||el|so(s), se e(t) obbedisce alla dinamica 6.87

La risposta risiede nel Lemma di Gauss 7. Infatti nel punto loge] € so(3)
il segmento geodesico di centro I3 e direzione vers[log(e)] e la sfera geodesica di
centro I3 e raggio |e(t)|/so(s) sono ortogonali. E quindi solo la lungo direzione
vers[log(e(t))] che la norma |[e(%)||so(s) varia.

Quindi lo spostamento — K}, log[e(t)] + AY (g) contribuisce® solo con la sua
componente lungo il raggio geodesico:

d .
” llellso@) =< —Kplogle(t)] + AY(g), vers[log(e)] >50(3) )

2Controllo a principio di equivalenza certa.
311 risultato appena ottenuto, pud essere dimostrato facendo riferimento all’espressione del
sistema 6.8 in coordinate esponenziali.
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Ricordando che |¢e]|so) = || log[e]Hso(?)), la derivata della candidata funzione

di Lyapunov vale:

1 d

o~ _1~
S d < Yo, ' Yo >ps

. - d
Vie,g0) = HGHSO(S)EHGHSO(:})‘I‘

o doo
= < —[X’p log[e] —|— AY(g),lOg[e] >50(3) ‘|‘ < 'y07F 1 Eyo >]R3

e ~ —_ d ~
= _[‘pHe(t)HQSO(:a)‘l‘ < AY(g),logle] Zs0(3) + < go, I FTRLES S
Sceglieremo ora la legge di aggiornamento d—iﬂo in modo tale da elidere il

secondo addendo della V. Si noti che:

< AY(g),logle] > ,3) = < (J7"g" o) %, log[e] > o(3)
= < J7'g o, loge]” >y .

Ricordando che < Az,y >pe=< z, ATy >po
Ve, 5o) = —Kplle()30@ + < Fo,gJ " logle]” >pa

o d
+ <yoarlayo>ﬂg3-

La legge di aggiornamento 6.7 fornisce

d
T Yo = —FgTJ_1 logle]¥, € RB,

ottenendo
Ve, 50) = =Ky llellso)-
La nostra funzione di Lyapunov e pertanto semi-definita negativa, il che implica
la stabilita del sistema esteso (e,f) € SO(3) x R”.
Applichiamo a questo punto il Principio di Invariaza di La Salle. Questo
afferma la convergenza dello stato esteso al massimo insieme invariante contenuto
nell’insieme Null(V) 2 {(e,ﬂo) Ve, go) = 0}.

Quindi possiamo subito affermare che:

lim |e(t)|[so) = 0,

t—o00

ovvero
lim e(t) = Is.

{—o00
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Inoltre, data la legge di aggiornamento 6.7, si ha che

. ~ . ~ 3
tli>r(l;lo o= 0, = tli)rglo 7o = costante € R”.

o

La matrice peso I' svolge semplicemente il ruolo di parametro/guadagno della
legge di aggiornamento. Si noti che al variare di I' varia il valore iniziale della
funzione di Lyapunov V: in particolare per "alti” valori di ' il valore iniziale di
V' diminuisce, mentre la sua derivata rimane formalmente uguale.

Da cio si deduce come alti K, e I' permettono un piu veloce inseguimento.

Infine si noti come anche per il parametro I' sia possibile dare leggi di ag-
giornamento, che tengano in considerazione la presenza e l'intensita di eventuali
disturbi esterni.

Sicuramente il difetto piu evidente della legge di controllo 6.6 e la sua discon-
tinuita.

Infatti, ogni qual volta ||g||so(s) raggiunge il valore di 7, logaritmo non e
pit univocamente definito. Inoltre se ¢ € SO(3) passa dal rappresentare una

rotazione attorno ad un asse  di (7 — €) a rappresentare una rotazione attorno
a —z di (7 —¢), il logaritmo passa evidentemente dal valore:

(7 —€)z — —(7 — €),

attraversando evidentemente una discontinuita.
Tra i1 vari rimedi possibili, vi sono le seguente alternative:

i) Scegliere una legge non proporzionale, bensi della forma:
3 o~
S Xoui(t) = —KpB(lel) versflog(e)] + (Ada[Xa(t)] - V()
i=1

con B : R — R* funzione crescente, (0) = 0 e con un asintoto
verticale a 7:

B(llell) = oo,  quando [le]| — .

Ad esempio® B([e])) = tan(le]])

In altri termini, noi possiamo alzare una “barriera” nella zona di
discontinuita del logaritmo, cioe nella frontiera di exp(so(3)).

4Vedi [Slotine and Benedetto, 1990]
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ii) Si supponga di avere a disposizione una maggiorazione della forma
lgoll < M, valida per un qualche M reale positivo.

In queste ipotesi, la scelta piu semplice e certamente quella di fissare:

AmaxJ )M

?

K, >

T

oppure
2 2
ey < e
X( ) M ?

dove con Apay(A) indichiamo 'autovalore massimo in modulo della
matrice A.

Entrambe queste strategie sfruttano ’espressione esplicita del sistema
dinamico 6.10 o della funzione di Lyapunov 6.9, per trovare valori
sufficientemente alti dei guadagni K, e I'.

In realta anche senza una stima della forma ||7jo]| < M, € chiaro come
al crescere dei guadagni si superi un limite oltre al quale il sistema
converge sempre senza attraversare la zona di discontinuita.

Si noti inoltre come sia impossibile costruire su SO(3) un campo vettore conti-
nuo e dotato di un unico punto di equilibrio (vedi [Wen and Kreutz-Delgado, 1991]).

Osservazione 24 Si noti come il controllo adattativo esposto in questa Sezione
faccia riferimento alla strategia geodesica 5.2. Sarebbe possibile, sebbene assai
poco interessante, riscrivere l'intera Sezione sostituendo una legge di tipo mini-

male 5.3.

Osservazione 25 Si noti come la possibilita di esequire l'inseguimento adattativo
sia dovuta al fatto che il parametro incognito yo compare linearmente nel drift.

Visto che il tensore d’inerzia J ha lo stesso comportamento, € possibile (pur
se con maggiori complicazioni formali) scrivere anche una legge di controllo adat-
tativo per J.
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Capitolo 7

Regolazione in S? con due rotori

Vogliamo qui applicare le strategie di controllo descritte nei Capitoli prece-
denti, al caso del controllo in S? dell’orientazione di un asse di un satellite
attuato da due rotori d’inerzia.

Il sistema in questo caso e descritto dalla 2.10, che riportiamo per comodita:

d
3 To= T2 [mt <eylg) > | + 71 [uat < 2,9(9) > |, (7.1)
con my stato, e m; e my direzioni che generano T, 52
Ricordiamo la notazione:
A 2
T, =gx;. € S

Cerchiamo in questo momento una legge di controllo tale da risolvere il problema
della regolazione dell’orientazione di un asse di un satellite con due attuatori (ro-
tori d’inerzia), avendo a disposizione come misura l'intero stato ¢(t) € SO(3)

(vedi [Tsiotras and Longuski, 1993]).

Si noti che, come descritto nell” Osservazione 5, il sistema con tre attuatori
e completamente controllabile. Da un punto di vista algebrico, nell’equazione
To = f(u1,uy) € Ty, S* & possibile assegnare il valore di f(uy,u;) del tutto a
piacimento.

Sono dunque verificate le condizioni di

i) varieta completa,

ii) sistema completamente controllabile.

o

Si noti inoltre che come spiegato diffusamente nel Capitolo precedente, il
problema della parametrizzazione dello spazio S* & di notevole importanza nel

72
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momento in cui si vada a formulare una strategia di controllo di tipo “proporziona-
1677
Nel nostro caso, pur senza esprimere l'intero sistema 7.1 in funzione delle
. . . .2 . I
coordinate normali' di S°, scriveremo leggi di controllo che tengono conto della
metrica dello spazio.

7.1 Controllo con conoscenza dei parametri

Applicando ora la strategia di controllo geodesico 5.9 al sistema 7.1, si ha il
seguente risultato

Proposizione 26 (Regolazione in S*) Sia dato il modello di satellite con due
rotort

g =9Y(g9)+ gXiu1 + g Xsu,,

sia Uequazione 7.1 la sua proiezione ? a S?, € sia wo € S? la direzione desiderata.
Applicando il controllo:

Uy - — < may(g),wo > .
l "y ] (9) = K, vers < 7(g) w0 > arccos[< mo(g), wo >]
<x1,y(g) > :
- ) 7.2
< 22,9(9) > (7.2

lo stato mo(g) ruota lungo la geodesica minimale di S* congiungente To(gi) € wo,
e la distanza dist(7o(g), wo) decresce esponenzialmente con costante K.

Osservazione 27 La tesi della Proposizione appena enunciata equivale ad im-
porre per Uerrore di orientazione e(mo(g), wo) (vedi definizione 3.1) la dinamica:

¢=—Kye, ecR’

Dim: Applicando I'ingresso 7.2 nel sistema 7.1

Eﬂ'() = W(’7<7T17‘w0>
a0 T AR g
— oy (K

1< 7o, woll

= K, vers[< Ty, wg > T + < Ty, wp > W] arccos[< 7o(g), wo >].

arccos|[< mo(g), wo >])

arccos[< mo(g), wo >])

1Si noti comunque l'interesse che una tale formulazione possa avere.
2Per i particolari si veda il Capitolo 2.
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Si noti poi come

[7707“)0] = 770[ < wp, Tg > Tg+ < wg, 71 > 71 + < wg, Ty > 772]

= — < wy,Ty > 7T+ < wy, T > Ty

[[70, wol, To] =< wo, ™1 > 71 + < wo, T2 > T
Quindi ricordando la definizione di errore di orientazione 3.1, si ha

d

T To(g) = K, arccos[< mo(g),wo >][vers[mq, wo|, To|
= K lle(o, o)l vers [[e(o,wo), mll

L’ingresso applicato e quindi esattamente quello descritto in 5.9.
Ci rimane ora da dimostrare che la coppia di equazioni:

e(ﬂ'o, 'wo) = arccos[< To, Wo >] Vers[ﬂ-m ’wo]
d% To = Kp|le| vers[e, m)], wo € 827
implicano € = —Ke.

Calcoliamo separatamente la derivata di ||e|| e vers[e]. Il modulo segue la:

o <S>
lell = &arccosk To, wo >] = _\/1_ < o, Wo >2
< [vers[e], mo], wo >

V1= < o, we >?
< vers|e], [, wo] >
V1= < o, we >?
el e el
V1= < 7, wo >3
= —Kplle]

= K]l

= Kl

= —K,

Ci basta ora dimostrare che il vers|e] = vers|[mg, wg| € costante. Si consideri:

Lirowe] = Kylle] [[versle], mo], wol

dt

= Kple|| [[vers|e], wol, 7o),

dove nell’ultima passaggio e stata sostituita l'uguaglianza di Jacobi. Si vede

d . .
come E[’/‘To, wp| sia ortogonale a wq e Ty. Esso evolve dunque lungo [, wy], cioe
in maniera tale da mantenere costante la direzione.

o
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Osservazione 28 (Controllo Minimale) Nel controllo 7.2, la componente del
drift y(g) lungo {m1, 7y} viene annullata completamente. Per la convergenza a
zero dell’errore pero, sarebbe sufficiente annullare la componente di y(g) lungo il
raggio geodesico [vers|e], mg].

In questo caso continuerebbe a valere d% lle|l = —K,lle||, mentre non sarebbe

pit costante vers|e].

7.2 Controllo adattativo

Vogliamo qui applicare al modello 7.1 la strategia di controllo adattativo 5.6
esposta precedentemente.

Facciamo riferimento alla Sezione 6.2 per una discussione sulla motivazioni
che spingono a scrivere una legge di controllo che si adatti a lente variazioni del
parametro yq.

Proposizione 29 (Inseguimento adattativo di traiettorie in S*) Sia dato
il modello di satellite con due rotori
9 =9Y(9) + gX1u1 + g Xpus,

sia Uequazione 7.1 la sua restrizione® a S?, € sia wo € S* la direzione desiderata.
St denoti con Yo 2 Yo — Jo € R® Uerrore di stima.
Il controllo*:

(231 - — < m(g), wo >
— w
l "y ] (9) (p vers| 1), wo > arccos|[< mo(g), wo >]

< L3, g(g) > ’

con §(g) = J 19T ye, e la legge di aggiornamento della stima

dA < TLwg > o+ < Ty wg > X

T s el (1.

bl

stabilizzano asintoticamente Uerrore dello stato e(t) a zero e Uerrore della stima
Yo ad una costante.

Dim: Sostituendo il controllo 7.3, nella equazione di stato 7.1, si ottiene (vedi
Dimostrazione Proposizione precedente):
d

o 7olg) = Kpllell versle, mul < w2,(9) > w1+ < 1,(9) > 7

3Per i particolari si veda il Capitolo 2.
4Controllo a principio di equivalenza certa.
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e si noti come il drift residuo dipenda linearmente dal parametro sconosciuto. Si
scelga quindi come candidata funzione di Lyapunov:

V(e7 go) é ‘

L.
el + 517l

DO | =

in modo di avere:

: d _od
V= llell 5 llell+ < o, 7 o >

Calcoliamo ora d—dt lle|| = d—i arccos[< mo, wg >|.
d
: d < 3z To, Wo >
lle|l = Earccos[< T, Wy >| = BNV
. < Ty, we >< g, Y(g) > + < Ty, we >< w1, 7(g) >
= —Kpllell -
1[0, wol |
< T1,Wp > < Ta,Wp > T1 -
= Kyl - < gt SIS ST 2 0 g
1[0, wol |
La legge di aggiornamento
d . J_1< Ty, Wo > Tot+ < T, Wo > Ty lell
= e
i’ = e (o, wl
permette quindi di avere V = —Kpllel*.

1l resto € come da dimostrazione in Sezione 6.2
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Capitolo 8

Simulazioni

In questo Capitolo vengono presentate delle simulazioni per la verifica nu-
merica degli algoritmi di controllo sviluppali nei Capitoli precedenti.

Nella simulazione di un’equazione differenziale definita su di una varieta
quale SO(3) occorre prevedere particolari accorgimenti per mantenere la
stima dello stato effettivamente sulla varieta.

8.1 Regolazione adattativa in SO(3)

Abbiamo implementato sul programma MATLAB la legge di controllo 5.6, per la
Regolazione adattativa del sistema satellite con tre attuatori.

Si noti che simulare I'Inseguimento di una traiettoria non avrebbe aggiunto
nulla all’interesse dell’esperimento, visto che tutto si sarebbe poi ridotto alla
simulazione della Regolazione dell’errore e € SO(3), come definito in 6.4.

La simulazione del sistema dinamico in SO(3) x R? ¢ stata realizzata tramite
I’utilizzo di un apposito schema numerico per l'integrazione di sistemi di equazioni
differenziali.

Il sistema da simulare e

|

che puo essere riformulato come

g = gl—Kylog(g) = (J7'¢"90) x|, g€ SO(3)
Jo = LgJ'log(g)".

t

e &la

Q

t

d

ESC:f(SL‘), (81)

con x stato esteso dell’intero sistema: = = (g, Jo).
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L’unico particolare teorico cui dedicare una certa attenzione e dovuto alla
parametrizzazione di SO(3): Come rappresentare la matrice di rotazione g nella
implementazione al calcolatore di un schema numerico per I‘integrazione dell’equ-
azione 8.17

Matrici di Rotazione Supponiamo di scegliere matrici ortogonali 3 x 3 per
rappresentare g € SO(3).

Sia 1 uno schema numerico per il calcolo di una stima Z(¢+¢) della soluzione
di 8.1 con dato iniziale di Z(?):

3(t) Vo Z(t+e),

Si scelga per esempio il semplice schema di Eulero:

. A . .
Hite) & Yrnole(t), A2 3(0) + f(E(0), (5.2)
con il passo € piccolo a piacere.
Si noti che ad ogni passo aggiorniamo la stima di entrambe le componenti
dello stato esteso: T = (g, Jo)-
Il problema nasce con la prima componente: partendo da un g(t) € SO(3),
deve valere ad ogni passo

Gt +¢) € SO3). (8.3)

Ma qualunque sia lo schema numerico ¥, esso fornira una stima di g(¢ + €)
che ad ogni passo si allontana dalla varieta SO(3) C R**°.

Parametrizzazione minimale Supponiamo ora di adottare una parametriz-
zazione minimale, cioe con solamente tre parametri.

Esempi di parametrizzazioni minimali per ¢ € SO(3) sono le coordinate
esponenziali e gli angoli di Eulero.

Ma allora, come spiegato in Sezione 4.3.1, tale parametrizzazione presenta
necessariamente delle singolarita, ovvero dei punti in cui non vi € piu cor-
rispondenza biunivoca tra i tre parametri e I’elemento di SO(3).

Vicino ai punti di singolarita siamo cioe costretti pertanto a cambiare pa-
rametrizzazione e a “passare” ad uno diverso insieme di parametri.

Questo € assai sgradevole e viene evitato tramite una parametrizzazione che
faccia uso di almeno quattro parametri (cui va pero associato un vincolo).
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Alla luce di queste considerazioni, la nostra scelta di parametrizzazione di SO(3),
sara per i quaternioni unitari (vedi Sezione 4.3.1).

Questa scelta e comune in letteratura (vedi [Walsh and Sastry, 1991] e [Wen and Kreutz-Delgado, 1991
per 1 seguenti vantaggi

O Rispetto ad una qualunque parametrizzazione minimale, i quaternioni
unitari non presentano singolarita. L’implementazione e pertanto for-
temente facilitata.

Inoltre I'insieme dei quaternioni quaternioni continua a mantenere la
struttura di gruppo e questo presenta notevoli vantaggi.

In termini tecnici, la mappa che associa ad un elemento di SO(3) il
corrispondente quaternione € un omomorfismi di gruppo tra SO(3) e
I’insieme dei quaternioni a norma unitaria.

Pertanto la moltiplicazione tra matrici e I'inversa di matrici mappano
semplicemente nella moltiplicazione di quaternioni e 'operazione di
coniugazione.

O Rispetto alla parametrizzazione a matrici ortogonali, i quaternioni
riducono notevolmente la ridondanza.

Mentre per ¢ € R**® deve valere:

per il quaternione () € R* che rappresenta ¢ basta il semplice vincolo:
1Qllpe = 1.

Ovvero la stima

~

Q(t +¢),

rispetta la condizione di consistenza 8.3, solo quando la sua norma e
unitaria.

A questo punto adottiamo un semplice schema che passo passo rinor-
malizza ad uno la stima di ():

Q(t + €) = versps (g/)[@(t), 6]) )
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Infine un’ultima osservazione sulla scelta dello schema numerico.
Dalla Sezione 4.3.1, ricordiamo che, se ¢ = gw allora per il quaternione () che
rappresenta ¢, vale la

O —wW —Wy —Wws
i Q _ l w1 _0 ws wa Q
dt w2 —wz 0w

Wi (035) —Ww1 0

Questa quindi e ’equazione differenziale che e stata effettivamente simulata.

La relativa semplicita dell’equazione suggerisce la scelta di uno schema nu-
merico non troppo raffinato. All’atto della simulazione, un semplice schema di
Eulero 8.2 sembra dare risultati soddisfacenti.
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g in SO(3): Coordinate esponenziali

_2 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200
Errore nella stima del momento angolare
5 T T T T T
0
5+ 4
_10 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 8.1: Modello del 1° ordine — Regolazione adattativa in SO(3): stato ed
errore di stima. Elevato guadagno nello stimatore.

8.1.1 Parametri

In maniera arbitraria abbiamo fissato i seguenti valori per i parametri del problema:

3.0 02 1.0
J =02 263 02 |,
1.0 0.2 185

jo = [1.0 3.0 2.0)7,

€ = 0.02 sec,
Ty = 4 sec,
K, = D,

I = 10,

¢(0)= variabile aleatoria.

[ risultati sono presentati in Figura 8.1 e Figura 8.2.

Si noti che sia lo stato che I’errore di stima convergono a zero asintoticamente.
In particolare la simulazione sembrerebbe mostrare che in realta la convergenza
dello stato esteso e di tipo esponenziale, vedi Figura 8.2.

Si noti inoltre I'andamento oscillatorio sia dello stato ¢ € SO(3) sia go. Cio
e dovuto ad un eccessivo guadagno I'. Si noti il miglioramento nella velocita di
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g in SO(3): logaritmo della norma

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Errore nella stima del momento angolare: logaritmo della norma

_6 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

83

Figura 8.2: Modello del 1° ordine — Regolazione adattativa in SO(3): logaritmo
naturale della norma dello stato e dell’errore di stima. Elevato guadagno nello

stimatore.

convergenza ottenuto semplicemente settando il parametro scalare I' = 3, vedi

Figure 8.3 e 8.4.
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g in SO(3): Coordinate esponenziali
2 T T T T T

_1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Errore nella stima del momento angolare
4 T T T T T

_4 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 8.3: Modello del 1° ordine — Regolazione adattativa in SO(3): stato ed
errore di stima. Basso guadagno nello stimatore.

g in SO(3): logaritmo della norma
2 T T T T T

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Errore nella stima del momento angolare: logaritmo della norma
2 T T T T T T T T T

_8 1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200

Figura 8.4: Modello del 1° ordine — Regolazione adattativa in SO(3): logaritmo
naturale della norma dello stato e dell’errore di stima. Basso guadagno nello
stimatore.
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Capitolo 9

Strategie per modelli del
secondo ordine

Vogliamo qui estendere le strategie geodesiche proposte per modelli cinema-
tici del 1° ordine (vedi Capitolo 5), al caso di modelli del 2° ordine completi
di dinamica degli attuatori.

9.0.2 Modelli dinamici definiti su varieta

Partendo da sistemi definiti su varieta complete e che siano completamente control-

labili:
= f'(x) + Zgz(x)uw
=1

vorremo ora costruire leggi di retroazione dallo stato per la stabilizzazione del
sistema nel caso in cui la dinamica degli attuatori non sia trascurabile.
Il sistema esteso avra la forma:

P o= P+ Yl ceM

=1
. n
v = u, v, uelR"

Sia G(z)u2 X7, gi(z)u; e si definisca
v=ﬂw+§mww=ﬂ@+aww
Mediante la seguente ridefinizione del drift f/(z)
f(@,0) 2 Lof'(2) + 3 Lugi(z)ef,  per v’ = Gz)™ o - f'(2))],

36
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questo modello si puo riscrivere nella forma studiata in letteraturas:
r = v, x € M,

vo= flz,v)+ igi(l’)ui, v, u € R". (9:1)

Per il resto del Capitolo, assumeremo che le due solite condizioni (vedi Capi-
tolo 5) sulla varieta M e sui campi vettore g;:

i) La varieta Riemanniana M si assume completa.
ii) Il sistema (f’, g;) si assume completamente controllabile.

Si ricordi come la seconda condizione consiste nella condizione di rango massimo
per la matrice G(x): il numero di attuatori indipendenti & massimo.

9.1 Regolazione classica

Quanto fatto nei Capitoli precedenti per i nostri modelli del 1° ordine, e stata la
generalizzazione del concetto di controllore proporzionale al caso di spazi curvi.
Prima di procedere nello studio dell’equazione 9.1 in una generica varieta,
torniamo per un istante al caso Euclideo.
Qual’e la soluzione classica ai problemi di controllo del 1° e 2° ordine, per
sistemi definiti in R"?

Primo ordine Sia z € R" lo stato del sistema
&= f(z)4u
dove u e il controllo. Allora e naturale associarvi la funzione di Lyapunov

VA

]I,

¢

DO | —

V=uli= 2T (f(z) + u).

Da questa semplice eguaglianza, discende spontanea 1’idea di controllore
proporzionale con termine feedforward. Infatti, se u = —z — f(z), allora

V=aTu=—|z|
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Secondo ordine Si consideri ora il caso di sistemi, sempre in R", della forma:

T = v
v = f(z,v)+u, v,uelR"

dove, come al solito si suppone il controllo u € R" libero di assumere
qualunque valore (sistema completamente controllabile).

Per generalizzare il controllo costruito per il modello del 1° ordine, I'idea e
che anche in questo caso, vi € una scelta naturale di funzione di Lyapunov.
In particolare, appartenendo (z,z) € R* x TR", si ha

N 1.
Vo Dt el
1 1
= Sllel 4 2l
che evolve secondo la
d
&V = zli 4070

= 2Typ 4 ‘UT(f(:L’, v) + u)
= 'UT(:E + f(z,v) + u).

Ma allora viene spontaneo pensare ad una legge composta di tre addendi:
Udrite = — f(, v),
per cancellare il drift,
Uprop = —,

. . . d
per cancellare il primo addendo di 3, V, e
Uderiv = —U,

4V semi-definita negativa:

per rendere o

d
oV = v+t

= ‘UT (l' + f(x7 'U) + Udritt + Uprop + uderiv)

= vl
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Bastano quindi questi semplici passaggi, per giungere all’idea di un controllo
composto di un termine feedforward e di uno in controreazione di tipo pro-
porzionale e derivativo (PD).

Ritorniamo dunque al problema della stabilizzazione di 9.1: il caso che inten-
diamo affrontare (peraltro I'unico interessante) € quello in cui lo stato € M non
¢ globalmente rappresentabile in R". Pertanto, lo schema appena proposto puo
essere applicato solo localmente.

La soluzione adottata in letteratura (vedi Introduzione), consiste infatti dei
seguenti passi:

i) scelta di coordinate locali per M,

ii) costruzione di una funzione di Lyapunov attraverso una opportuna
norma nello spazio delle coordinate locali,

iii) controllo con termine di feedforward e termini proporzionale e deriv-
ativo.

Dato questo approccio, si hanno in generale tre svantaggi: In primo luogo la
funzione di Lyapunov e definita solo localmente, ovvero solo dove la parametriz-
zazione locale non e singolare. In secondo luogo, il termine di controllo pro-
porzionale, essendo espresso in funzione delle coordinate locali, € proporzionale
ad un qualcosa che, genericamente, non ha un preciso significato geometrico.
Infine, le leggi di controllo finali non sono globalmente stabilizzanti.

In quanto segue, restringeremo il nostro interesse al gruppo di Lie SO(3) e
proporremo una scelta di parametrizzazione locale della varieta che risente mini-
mamente dei tre problemi appena citati.

In particolare daremo completa soluzione ai primi due, mentre, come gia
spiegato nell’Introduzione, la non globalita delle leggi di controllo deriva da
proprieta strutturali delle varieta SO(3).

Ci si conceda infine di sottolineare I'importanza di una scelta ragionata della
funzione di Lyapunov per lo studio della stabilita:

Osservazione 30 In quanto seque, intendiamo parlare di stabilita di sistemi
nonlinear: nel senso di stabilita alla Lyapunov. Un sistema € dunque stabile
se e solo se ammette una funzione di Lyapunov'.

In quest’ottica, risulta quindi naturale associare alla nozione di sistema stabile
(asintoticamente stabile, esponenzialmente stabile ...), la coppia sistema, funzione
di Lyapunov.

In quanto seque, cercheremo di associare funzioni di Lyapunov “naturali” a
sistemi definiti su di una generica varieta Riemanniana.

1Si notino al riguardo le varie formulazioni del teorema inverso della funzione di Lyapunov,

[Hahn, 1967].
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9.2 Regolazione su SO(3) x R’

Cerchiamo allora di coniugare le due idee:

i) parametrizzazione della varieta SO(3) tale da rispettarne le proprieta
metriche,

ii) candidata funzione di Lyapunov globalmente definita grazie alla nozione
di metrica Riemanniana.

Vogliamo ora mostrare che questo approccio ci conduce, come nel caso Euclideo,
alla costruzione di un controllo costituito da un termine feedforward e da termini
in controreazione proporzionale e derivativo.

Come spesso nei Capitoli precedenti, € il Lemma di Gauss lo strumento che
ci permette di completare la prova di negativita per la candidata funzione di
Lyapunov.

Riscriviamo ’equazione 9.1 nel caso lo stato x sia una g € SO(3):

g = g(vx), (vx) € s0(3), .
{ v = f(g,v)+ u, u e R (9.2)

dove, come al solito, il controllo u & libero di assumere qualunque valore in R®
(vecchia ipotesi di completa controllabilita).

Come scegliere a questo punto la candidata funzione di Lyapunov da associare
al nostro sistema in SO(3) x R*?

Ancora una volta i concetti di geometria Riemanniana, ci forniscono una
risposta piu che soddisfacente: vista la struttura di SO(3), (vedi Sezione 4.5),
sappiamo che € naturalmente indotta una definizione di norma non solo in SO(3),
ma anche in 7,50(3). La candidata funzione di Lyapunov viene pertanto costru-
ita nel seguente modo:

. L 1 . 3
V(g,9) = 5l9ll50() + 5”9”2@,50(3)- (9.3)

N | —

Ricordando la definizione dei due addendi, si ottiene
1 | | 1
V = 5 < 0g(g),log(g) > s0(3) + 5 < U >pe,

il che porge

d d
T V =< log(g), &bg(g) >50(3) + < v, (f(g,v) +u) >pe . (9.4)
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Il Lemma di Gauss fornisce:

d
T V =<log(g), (vx) >50(3) + <v,(f(g,v) +u) >pe,

da cui segue:

d
T V =<wv,log(g)’ + flg,v) +u >pe .

Ora, come nel caso Euclideo, la scelta piu corretta appare:

U = Udrifs T Uprop + Uderiv

= —flg,v) —log(g)" — v,

s1 da avere:
d )
Q V= —H’UH2 = _HgH%gSO(S)'

Il principio di La Salle completa la dimostrazione di stabilita asintotica per il
sistema in catena chiusa.

o

Seguono due osservazioni:

O Si noti come, nel passaggio ||g|[so) = || log(g)qu(?)), si scelga impli-
citamente di rappresentare il punto ¢ € SO(3) tramite le sue coordi-

nate esponenziali. Questo fatto si riflette nella singolarita della legge
di controllo finale.

D’altro lato e possibile dimostrare, come gia piu volte citato, che non
esistono leggi che rendono il sistema definito in SO(3) x R® global-
mente asintoticamente stabile. Per una descrizione sulla letteratura,
rimandiamo all’Introduzione.

O Si noti come la dimostrazione per il sistema in SO(3) x R® assomigli
moltissimo a quella per il sistema in R” x R? della Sezione precedente.

Anche in SO(3), quindi, tramite una scelta di funzione di Lyapunov
ispirata alla metrica della varieta e tramite una parametrizzazione
canonica, si ottiene lo stesso tipo di controllo costituito da tre termini:

1) linearizzazione attraverso controreazione dallo stato, che
{ tt t dallo stato, ch
permette la compensazione del drift interno,

ii) controllo proporzionale alla distanza e diretto lungo la di-
rezione esponenziale (geodesica), vedi Capitolo 5,
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iii) controllo derivativo, cioe proporzionale alla velocita dello
stato ¢g. Si noti al riguardo che, qualunque sia la varieta
Riemanniana M in questione, il suo spazio tangente € uno
spazio vettoriale dotato di prodotto scalare, e come tale for-
nisce facilmente una nozione di direzione e distanza favoritaZ.

9.2.1 Un’altro approccio

In questa Sezione faremo costante riferimento ai risultati presentati in

Sezione 4.4.

Si ricordi che nel Capitolo 5, spinti da motivazioni geodesiche, eravamo giunti
a costruire una legge di controllo ottimale per il sistema del 1° ordine definito in
SO(3):
Gg=gux), ueR’

dove il valore ottimo del controllo v = u(g) era:
u=—K,log(g)".

L’idea ora e di imporre questo valore alla velocita v del sistema del 2° or-
dine 9.2.

Si interpreti dunque la vecchia legge di controllo — K, log(g)Y 2 y4 come un
valore di velocita desiderata e si imponga alla velocita effettiva v del sistema del
2° ordine, il vincolo

d

&(’U — ’Ud) = —[(1(’0 — ’Ud), K; > 0. (95)

Ora, il controllo u = d% v — f(g,v) viene scelto tale da soddisfare la 9.5.
Svolgendo il vincolo, si ottiene:

d
U = va- K\(v —va) — f(g,v)

d
= KK, log(g)” — Kw — Ky —log(g)” = f(g,v)

1l

d
— Kprop log(g)v — Kiv— K, T log(g)v — flg,v), (9.6)

dove nell’ultimo passaggio abbiamo semplicemento ridefinito le costanti.

2Si ricordi che, secondo le notazioni del Capitolo 2, la norma di un vettore tangente X, €
T, M ha lespressione ®, (Xp,Xp)1/2
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Sinoti dunque che, dai ragionamenti “euristici” appena esposti, otteniamo una
legge di controllo che consiste di quattro addendi: termine di compensazione fe-
edforward, termine “proporzionale” proporzionale allo stato, termine “derivativo”
proporzionale alla velocita v ed infine un quarto (inatteso) termine proporzionale
» 2 logly).

Ebbene, questo termine altro non e che la velocita delle coordinate espo-
nenziali fé log(g)".

Si noti allora che questo quarto termine fornisce un contributo che si puo
assimilare a quello del termine “derivativo”: entrambi sono infatti proporzionali
a “velocita”.

Vale quindi la pena di verificare l'effetto di tale termine quando inserito nella
funzione di Lyapunov 9.3, si ha

d
—V =<log(g)',v>+<wv

& v=

T

dove per il sistema in catena chiusa (con il controllo 9.6) vale:

v = —[(prop 10g(9)v — Kiv — K d_C}f log(‘q)v’

Sostituendo si ottiene:

d d
EV——<UU> dlog() >npds

avendo scelto tutte le costanti unitarie.
Per la valutazione del secondo addendo di d—i V basta sostituire il valore di

d% ¢ 2 d—i log(g)Y come calcolato in Sezione 4.4. L’equazione 4.12 fornisce:

d Hﬂ\ €]l 1
wt = COt(T) 1+ 5lE ]

o+ alllgles + 16 o],

dove ricordiamo che

Y| £ Plepan(e}(v) € la componente di v lungo ¢,

v) = v —v) ¢ la componente perpendicolare,

l9llsoc) = l€]le:

e che 0 < a < 1. (per un grafico di af(-) si veda la Figura 4.1).
Allora si ha

<w €>—HWM”+QWWMWMV

" dt
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e complessivamente, comprese le costanti di proporzionalita,

d . .
5V ="Kll’ - K (Jloglf* + alg)llvo]?).

Si noti che entrambi i termini derivativi danno un contributo simile nell’espres-

. . d
sione finale di 5 V.
L’unica differenza consiste nella presenza nel nuovo termine derivativo, di un

fattore a < 1 che da minor peso alla componente perpendicolare della velocita v.

Il principio di La Salle permette a questo punto di dimostrare la stabilita
asintotica del sistema. Esso afferma che, per t — oo, vale la

(g,v) — Q C Null(V) 2 {(g,v) : V(g,'v) = 0} ,

dove ) & il massimo insieme invariante contenuto in Null(V).

Si noti che in Null(V) vale:

d d
0= v = —Kprop log(g)v — Kyv— K, T log(g)v = — Kprop log(g)v,

o
il che implica che, in  vale log(g) = 0.

Complessivamente vale

lim g(t) = I3

{—o00

o

Si noti che i due termini derivativi svolgono un ruolo intercambiabile. Basta
infatti che uno solo dei coefficienti Ky oppure K sia strettamente maggiore di
zero, per poter completare la dimostrazione di convergenza.

Quale argomento di ricerca per il futuro, sara assai interessante confrontare
qualita e difetti dei due controlli.

9.3 Regolazione adattativa in SO(3) x rR®

Vogliamo ora mostrare come sia possibile rendere la legge di controllo con termine
feedforward e con termini in retroazione, capace di adattarsi ad un parametro
incognito che si presenti linearmente nel drift.

In quanto segue si denoti con 8 € R” il vettore di parametri incogniti e con 7
la sua stima.
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Proposizione 31 Sia dato il sistema in SO(3) x R:

g = g(vx), (vx) € s0(3),
{ v = f(g,v) 4 u, ue R, (9.7)

dove il controllo u ¢ libero di assumere qualunque valore in R® € dove il drift f ¢
della forma:

flg,v) = F(g,v)0, 0€eR" F(g,v) e R™"
Allora il controllo a Principio di Fquivalenza Certa:
u=—K,log(g)" — Kqv — F(g,v)6, (9.8)

e la legge di aggiornamento della stima:
—d 6=F T( ) (9.9)
= vIv .
]t g7 b

stabilizzano asintoticamente lo stato g(t) in un intorno arbitrariamente piccolo

dell’identita di SO(3).

Dim: Tutto si riduce alla scelta della giusta candidata funzione di Lyapunov.
Nel nostro caso, facciamo riferimento alle idee esposte nel Capitolo 5 a proposito
di controllo adattativo.

In base a quelle idee, la candidata e:

o~

. A al_ L. 1 ~
Vig,9,0) = = §[‘pH9H§0(3) + 5”9”%@50(3) + 5”9 - 9”%@&

1 1 1 ~
= §f‘p|\9|@0(3) + 5”””%@ + 5’\9 — 0|5,
che derivata fornisce:
d i d d ~d -
T V = K, <log(g), Elog(g) > o(3) + <, Vo < 0—0, T 0 >pk
= K, <log(g)",v >o(3) T <V, —K,log(g)" — Kqv + F(g,v)[ — 0] >y
d

. . d -
= —Kg<uv,o>p+<v,F(g,v)[0 —0] >p: — < [0— 0], EG >k

~

d -
= —Kq<wv,o>gs +<[0—0],F(g,v)— EG > pk

= —]X’d <v,v >]R3
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dove nell’ultimo passaggio € stata sostituita la legge di aggiornamento 9.9.

Dato che la funzione di Lyapunov e semi—definita negativa, il sistema esteso 9.7,
9.9 e stabile.

Il principio di La Salle permette a questo punto di dimostrare la stabilita
asintotica verso un intorno dell’identita di SO(3). Esso afferma che, per ¢t — oo,
vale la = ' o ~

(g,v,@) — Q0 C Null(V) S {(g,v,@) :Vig,v,0) = O},

dove ) & il massimo insieme invariante contenuto in Null(V').

Si noti che in Null(V) vale:

. N
0 = —v=—Kplog(g)’ - Kqv = Flg,v)[6 - 0]

_[(P 10g(g)v - _F(gv 0)[0 - 0]7

e quindi: ~
F(g,0)[0 — 0]
1 Vi=— : .
0g(9) K,
Al crescere del parametro K, il valore di log(g)Y € limitato in un’intorno dell’ori-
gine.
Corrispondentemente g tende ad un intorno dell’identita I3 € SO(3).
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Capitolo 10

Conclusione

Intendiamo qui discutere promettenti direzioni in cui sviluppare Uattivita
di ricerca futura.

La principale area di ricerca attuale e legata alla scrittura di un insieme
completo di leggi di controllo per modello dinamico del satellite.

Applicando la definizione di errore di assetto introdotta nel Capitolo 5, dov-
rebbe essere possibile scrivere leggi per 'Inseguimento di traiettorie in SO(3) x R,

Inoltre I'introduzione di funzioni di Lyapunov con termini incrociati di primo
e secondo grado, dovrebbe permettere di stabilire proprieta asintotiche piu forti
di quelle gia dimostrate nel Capitolo 9.

Vi & poi il problema della stabilizzazione in S* del sistema dinamico del satel-
lite attuato da solo due rotori. In questo caso, il modello € naturalmente definito
su di una varieta Riemanniana priva della struttura di gruppo.

Tuttavia, la dimostrazione di negativita della derivata della funzione di Ly-
apunov data per il caso SO(3) x R’ si basa sul Lemma di Gauss e sulla para-
metrizzazione con coordinate normali di SO(3).

Non dovrebbe essere impossibile quindi derivare leggi stabilizzanti per il mo-
dello dinamico del satellite con due rotori, definito nella varietd S* x R*.

Restando invece nell’ambito della teoria dei gruppi di Lie matriciali, I’appli-
cazione di strategie di controllo geodesiche e globali al caso di servomanipolatori,
appare molto promettente.

La variabile di stato che rappresenta 1’assetto e la posizione dell” “end-effector”,
e naturalmente definita come una matrice omogenea, ovvero come un elemento
del gruppo di Lie SE(3).

Supponendo che il servomanipolatore abbia almeno sei gradi di liberta, il mo-
dello che lo rappresenta, considerato da un punto di vista cinematico, risulta

98
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essere completamente controllabile, a norma della definizione di Capitolo 5. Ag-
giungendo la dinamica degli attuatori, a meno di jacobiani peraltro noiosi, il mo-
dello del servomanipolatore rientra certamente nella classe di sistemi affrontati in
Capitolo 9.

Quindi sara possibile costruire delle leggi di controllo in SE(3), che avranno
una struttura molto simile a quelle formulate nel caso del satellite in SO(3).

Come in SO(3), esiste in S E(3) un logaritmo matriciale e come per un generico
gruppo di Lie, esiste una scelta ottima di parametrizzazione della varieta: le
coordinate esponenziali.

Assai interessante si prospetta la possibilita di riuscire ad esprimere il sistema
dinamico

g=9U, g€ SE3), U E€Ese(3),

definito in SE(3), in funzione delle sue coordinate esponenziali, in modo analogo
a quanto realizzato per SO(3) nella Sezione 4.4.

Tutti questi sono problemi aperti di ricerca, che ci riproponiamo di affrontare
nel prossimo futuro.
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